Enzymhydrolyse af cellulose

Bioethanol fremstilles ved fermentering af glucose, der igen kan produceres ved enzymatisk ned-
brydning af plante- eller treeaffald, f.eks. cellulose, der kan opfattes som en langksedet glukosepoly-
mer. Den enzymatiske nedbrydning af cellulose sker ved, at det eller de aktive enzymer ’klipper’
polymerkseden over, som vist pa figuren nedenfor, hvor et cellulosefragment, der indeholder 5
glukoseenheder, spaltes til 2 fragmenter, der indeholder henholdsvis 3 og 2 glukoseenheder.
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Figur 1: Skitse af cellulose-fragment fra: http://www.madsci.org/posts/archives/2005-06,/1120022354.Ch.r.html
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Figur 2: Skitse af mekanismen for enzymspaltningen af et cellulose-fragment

Vi noterer, at den oprindelige 5-mer indeholdt 4 bindinger, som vi skal nummerere saledes at
binding 1 er mellem glukoseenhed 1 og 2 o.s.v. Produkterne i eksemplet indeholder ialt 3 bin-
dinger, 2 i trimeren og 1 i dimeren, hvor vi har omnummereret de oprindelige glukoseenheder 4
og 5 til 1 og 2. Det skal endelig bemeerkes, at keederne ikke er symmetriske. Visse enzymer har
praeference for at angribe fra den ene ende, og andre fra den anden.

Nedbrydningsprodukterne heemmer enzymaktiviteten, og i praksis er det ngdvendigt at benytte
en blanding af enzymer med forskellig virkeméade. Hovedingredienserne er her:

1. Endoglucanase - Et enzym, der klipper de lange keeder over et tilfaeldigt sted.

2. Cellobiohydrolase - Et enzym, der klipper cellobiose (dimeren indeholdende 2 glucoseenhe-
der) fra i keedens ’venstre’ ende (med de lave numre).

3. B-glucosidase - Et enzym, der spalter cellobiose til glukose.

Formaélet med opgaven her er at analysere, hvordan nedbrydningsprocessen af cellulose forlgber,
idet vi for enkelthedens skyld kun betragter det vigtigste af de tre enzymer, endoglucanase.

Det kan yderligere bemeerkes, at helt tilsvarende processer forlpber, nar polymerer (plastaf-
fald) nedbrydes i naturen under pavirkning af sollys, eller gennem biologisk aktivitet.



Opgavebeskrivelse

Del 1

I forste del af opgaven skal nedbrydningsprocessen analyseres under et antal simplificerende
antagelser:

i

ii

iii

v

Vi

Vi antager, at til starttidspunktet er al cellulose til stede som ren N-mer, (N > 3), i koncen-
trationen ¢y = ¢o (mol/L).

Kun et enkelt enzym, endoglucanase, medvirker til nedbrydningsprocessen. Endoglucanase
klipper polymerkaeden over et vilkarligt sted, og vi antager her, at enzymet ikke har nogen
praeference for specifikke bindinger, saledes at sandsynligheden for, at en binding klippes, er
den samme for alle bindinger.

Reaktionshastigheden for den enzymatiske reaktion er givet ved

T, = (Z — 1)krci[E1] (1)

hvor r; er det antal mol af i-meren, der nedbrydes pr. tids- og volumenenhed (mol/(L s)),
k, er en hastighedskonstant (L/(mol s)), [E1] er koncentrationen (mol/L) af enzym og ¢;
(mol/L) er moleerkoncentrationen af i-mer.

Reaktionshastighedsudtrykket kan ogsa skrives
Ty = /{?(Z — 1)Ci
hvor k = k,[E4].

Enzymkoncentrationen [E1] er konstant og hastighedskonstanten k, endrer sig ikke under
hele reaktionsforlgbet.

starter med tilfeeldet N=5.

1. Vis, at koncentrationerne kan beskrives ved

d
1 kase, c(0) = (0.0,0.0,c0)" @

T
hvor ¢ = (c1, ¢2,¢3,¢4,¢5)" .

2. Indfgr dimensionslgse koncentrationer givet ved y; = ¢;/(Ncg) og en dimensionslgs tid,

T = tk, og udled at
dy _

- =4y, y(0) =(0,0,0,0,1/5)" (3)

3. Vis, at Aj har fem egenveerdier, \; > \s > A3 > Ay > A5. Find tilsvarende egenvektorer

og opstil en matrix Us, hvor den j-te sgjle er en egenvektor for A;.

4. Vis, at den fuldsteendige lgsning til systemet i (3) kan angives pa formen

Kle)\m-

y(r)=Us : (4)
K5€>‘5T

hvor Ki,..., K5 er arbitreere konstanter.

5. Find lgsningen til (3) og plot y;(7), i =1,...,5.



Vi vender nu tilbage til det generelle tilfeelde.

6. Indfgr de samme stgrrelser som i spm. 2 og vis, at koncentrationerne er bestemt ved

N
dy; .
d_rl = jzlAijyja yi(0)=0 (i <N), yn(0)=1/N
hvor
0 o<
Aij = 1—1 . ] =1
2 Tog >
eksempelvis for N = 3:
0 2 2
A= 0 -1 2
0 0 -2
Altsa pa matrixform igen:
d
= = Any, y(0) = (0.0,...,1/N)T (5)

Udregn hver af summerne Zfil Ajj og Zf\il iA;j; (de finder anvendelse i spm. 10 og 11).

7. Vis, at Ay har N forskellige egenveerdier Ay > Ay > ... > Ay, og find de tilhgrende
egenvektorer.

8. Vis, at lgsningen til (5) kan angives séledes
yn(t) =1/Ne~(N-17
yi(r) =(1 = (i = 1)/N)e~ D — 2(1 —i/N)e ™™ (6)
+(1 = (i+1)/N)e T i< N
Plot y1(7), y5(7) og y10(7) for N=10.

9. Giv et fysisk argument for at funktionerne y;(7) og yn(7) er monotone, og at funktionerne
yi(7), 1 <1i < N, har en storsteveerdi. Find storsteveerdien for yy_1(7). Vis, at stgrsteveer-
dien for y;(7), 1 < i < N — 1 antages i et punkt 7/"* som er en lgsning til en ligning af

formen
e VT p(e) =0, Te[0,400] (7)
hvor p;(z) er et andengradspolynomiun. Vis at der (for fastholdt i) geelder
i+ 1
Tfnax:—lnxiélnz,i_l for N — oo
og .
A = (1) — 47@ . for N — oo
Yi = Yi\T; (’L + 1)i+1
For meget lange keeder, d.v.s. for N >> 4, geelder der altsd med tilneermelse
L+ 1
7% = In ! i
1 —1
ymax — 4&
¢ (2 + 1)z+1

Check hvorledes dette resultat harmonerer med forlgbet for N = 5.



10. Giv en fysisk fortolkning af summen Zf\; 1%y;i(7) og vis herved, at der geelder

N
Zzy,(T) =1 for alle 7 € [0, +00] (8)
i=1

Giv et forslag til hvorledes (8) ogsa kan vises matematisk.

11. Giv en fysisk fortolkning af summen z(7) = S (i — 1)y;(7). Udled nedenstaende diffe-
rentialligning for z(7) og lgs denne ved brug af en passende begyndelsesbetingelse.
dz
. 9
dr ‘ )
12. Ved en eksperimentel undersggelse af nedbrydningsforlgbet er reaktionsproduktet analyse-

ret efter henholdsvis 2, 4 og 6 timers forlgb. Resultaterne i nedenstaende tabel viser, hvor
stor en procentdel af reaktionsproduktet (omregnet til monomer), der findes som i-mer.

Keedeleengde 2 timer 4 timer 6 timer
1 17.6 43.1 61.7

2 18.0 25.8 23.4
3 17.4 15.9 10.2
4 12.8 8.8 3.6
5 10.0 4.0 0.5
6 7.8 2.4 0.6
7 6.3 0.0 0.0
8 4.8 0.0 0.0
9 0.9 0.0 0.0
Over 9 4.4 0.0 0.0

Diskuter om modellen giver en rimelig beskrivelse af resultaterne og angiv, hvilke model-
parametre (k og N) der kan uddrages fra de eksperimentelle malinger (kan lgses pa flere
méader, udnyt f.eks. resultatet fra spm. 11).

Del 2

I praksis kan enzymkinetikken ikke beskrives ved det ovenfor anvendte simple udtryk, (1). Binding

af enzymet til reaktanter og reaktionsprodukter vil nedssette reaktionshastigheden, og et mere
realistisk hastighedsudtryk er:

_ kr(l — 1)CZ[E1]
1+ Z;Vﬂ(j - 1)0]‘/]%@

hvor k, (mol/L) er en ligeveegtskonstant. Hvis denne er meget stor genfindes det simple udtryk.
Vi antager i dette spgrgsmal, at enzymaktiviteten ikke varierer med tiden.

T

1. Vis, at ligningssystemet (5) nu bliver:

Y~ fw)Axy (10)

hvor
1

L+ B35 — Dy;
Angiv udtrykket for 8. Vis derpéa, at der under disse betingelser geelder

f(y)

dz z
E:_l%—ﬁz’ 2(0)0=1-1/N (11)

hvor z er givet i spm. 11 i Del 1.




2. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen i (10) kan udtrykkes ved hjeelp af en ikke-
elementeer funktion, Lamberts W-funktion. Lgs (10) for veerdierne N = 10, 5 = 20 ved
hjeelp af SymPy og plot lgsningen.

3. Indfer i ligningssystemet (10) variabeltransformationen v = w(7), hvor funktionen u pa
dette tidspunkt er ubestemt. Vis, at ligningssystemet reducerer til

dy _

A 12
2 NY (12)

saledes at vi kan benytte den tidligere fundne lgsning, safremt u(7) opfylder

du 1

o - - 13

dr 1+ Bz(T) (13)

4. Benyt (10) og (12) til at vise, at ze" er konstant. Find herved u(7) nar u(0) = 0. Vis, at der
for sma 7 med tilnsermelse geelder, at u og T er proportionale. Plot y1(7), y5(7) og y10(7)
for N =10, 8 = 20. Sammenlign med tilfeeldet N = 10, 8 = 0.



LambertW-funktionen

En funktion f er bestemt ved f(x) = xe*.
Opgave 1:
Bestem den mest omfattende maengde af reelle tal A, hvor funktion f er voksende.

Opgave 2:
Bestem vaerdimangden B for f(x), nar x € A.

Definition:
LambertW-funktionen er den omvendte funktion til f, nar x € A . Dette betyder, at
y =xe* & x=LambertW(y) .

Opgave 3:

Lgs ligningerne uden brug af SymPy eller lignende programmer.
a) 5=3xe".

b) 5= 3xe*+1

) 5=3xe*+1.

Opgave 4:

Lad a b ,k ogtvere reelle tal.

Lgs ligningen t=axe™+k.

Hvad ma man kraeve af konstanterne a,b, k og t, for at ligningen har netop en reel Igsning x.

Opgave 5:

Lgs ligningerne uden brug af SymPy eller lignende programmer.
a) 5=x+In(x) .

b) 5= x+In(2x).

c) 5=3x+In(2x).

d) 5=3x+41n(2x).

e) 5=3x+41In(2x) + 1.

Opgave 6:

Lad a,b,c, k ogtveere reelle tal.

Lgs ligningen t=ax+blin(cx)+k.

Hvad ma man kraeve af konstanterne a,b,c, kogt, for at ligningen har netop en reel Igsning x.

Opgave 7:
Vis, at LambertW(y) = y e™@mPetWi),



