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1 Baggrund

I dette projekt skal I kigge pa en simpel model for selvkgrende biler i en reekke, se Fig. [1| der
defineres pa fglgende made:

Figur 1: Selvkgrende biler. I analysen tager vi ikke hgjde for bilernes stgrrelse og repraesenterer dem
derfor som punkter.

Accelerationen af en bil i reekken, med hastighed v(t) (malt i ms™!) og afstand til den forankg-
rende bil z(t) (malt i m), er givet ved

a(t) = b(vy(t) — (1)) + c(2(t) — z«(t)), (1)

malt i ms~2. Her angiver ¢ tiden (malt i s), b og ¢ er parametre (med enhederne s~ og s72,

hhv.), v4(t) > 0 er hastigheden af den forankgrende bil og x.(t) > 0 er en gnsket afstand til den
forankgrende bil. Vi vil antage at

2.(t) = Tos (t), (2)

hvor T er en ny parameter (med enhed s).

Opgave 1: Afgumenter fgrst for at 7' > 0. Dernsest, understreger vi, at tanken med modellen er, at
bilen (vha dens motor og bremsesystem) skal folge accelerationen og herigennem drive hastighed
v(t) og relative afstand x(t) mod vy (t) og x«(t), hhv. Med udgangspunkt heri, betragt da Fig. [2/ og
angiv det gnskede fortegn for a(t) i kvadranterne Ky og Ky i (z,v)-planen (evt ogsa langs de rgde
og bla linjer). Hvad betyder det for fortegnene af b og ¢? |

Vi antager nu, at v; = vy (t), t € R, er en kendt differentiabel funktion.

Opgave 2: Vis, at den relative afstand x(t) tilfredsstiller en anden ordens linezr differentialligning
pa formen:

2" (t) + b’ (t) + cx(t) = F(t), (3)



K,
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Figur 2: Kvadranterne Ky og K, relevante for opgave

og at

v(t) = vp(t) — 2 (¢).

Bestem funktionen F', udtrykt vha konstanterne ¢, T og funktionen v, (). |
Betragt nu det karakteristiske polynomium

P(\) = A2 +b) + ¢, (4)

hgrende til .

Opgave 3: (a): Bestem den fuldsteendige reelle lgsning til den homogene ligning hgrende til . Det

vil veere ngdvendigt at opdele analysen i tre seertilfzelde b < by, b = by, b > by, hvor by, > 0 skal

bestemmes og karakteriseres. (b): Givet dine fundne betingelser pa b, c og T' i dit svar pa opgave

hvad kan du sa sige om enhver lgsning z(t), t € R, til det homogene system, nar ¢t — co? |
I dit svar til opgave 3| vil der indga to arbitraere konstanter c;, c2 € R. Vi kalder disse konstanter

for integrationskonstanter. De kan bestemmes udfra begyndelsesbetingelser z(0) = o, 2/(0) = 1

med zg og x; givet.

Opgave 4: Vi betragter med F' : R — R en kendt kontinuert funktion og antager forst, at A\; og

Ao er to simple rgdder for P, A1 # Ag. Vis sa, at

t t
2P (t) = 5 i 3 (e)‘lt/ F(s)e M%ds — e)‘Qt/ F(s)e_)‘Qst) , teR, (5)
1 2 0 0

er en partikuleer lgsning til og at zP(t), t € R, er reel. Mellemregninger skal medtages i et
rimeligt omfang! |
Hint: Hvad betyder det, at P er en partikuleer lgsning? Ift, at 2P er reel, vis at 2P (t) = 2P (t) for alle
t € R. Her kan du bruge at b, c og F(t), t € R, alle er reelle, og fplgende regneregler for konjugering;:

1. (2’12’2) = %129, specielt (Zl_l) = 31_1.

2. 2129 =721 £ 7%o.



3. €71 = 71,

4. f(f f(s)ds = f(f f(s)ds, t € R,

for alle komplekse tal 21,29 € C og alle f : R — C. OBS! Disse regneregler findes ikke i Matla
noterne!

Opgave 5: Vi betragter igen med F': R — R en kendt kontinuert funktion og antager, at Ay er
en dobbeltrod. Vis sa, at

t t
xP(t) = te)‘lt/ F(s)e M%ds — eAlt/ F(s)se ™M%ds, teR, (6)

0 0
er en partikuleer lgsning til . Hvorfor er zP(t), t € R, reel? Mellemregninger skal medtages i et
rimeligt omfang! |
Opgave 6: Vis, at zP(0) = 0 og (2P)'(0) = 0. Du ma gerne ngjes med at betragte tilfeeldet, hvor P
har to simple rgdder A1 og A2, A1 # Ag. [ |
Opgave 7: Opskriv nu den fuldstzendige reelle lgsning til . Du skal igen antage, at F': R — R er
en kendt kontinuert funktion. |

1.1 En konvoj af biler

Vi betragter nu en uendelig konvoj af biler med en fgrende bil (som vi kalder j = 0), der korer med
en kendt hastighed wvg(t) > 0, t € R. De bagvedkgrende biler nummereres med j € N, saledes, at
der for alle j € N geelder fglgende:

1. z;(t) angiver afstanden mellem bil j — 1 og den j’te bil.
2. v;(t) angiver hastigheden af den j’te bil.

3. Endelig er accelerationen a;(t) af den j’te bil givet ved udtrykket i i den fglgende form

aj(t) = b(’l)j_l — ’Uj) + C(l’j — ij_l).

Lv('f) un-1(t) vy (t) vo(t)

----- DB T s

j=N j=N-1 j=1 j=0

Figur 3: En konvoj af selvkgrende biler. I analysen tager vi ikke hgjde for bilernes stgrrelse og
repraesenterer dem derfor som punkter.

Opgave 8: Vis, at

" / . — :
{:zj (t) + bxj(t) + cx;(t) v]_l(t) + cTvj—1(t), for alle j € N, (7)

v;(t) = vj-1(t) — 2(t),

Vi antager nu, at vg(t), t € R, er konstant (som vi kalder vy > 0 herunder).
Opgave 9: Vis, at x;(t) = Tvo, v;(t) = vo, t € R, j € N, er en lgsning til systemet @ |

3



Vi kalder lgsningen i opgave [9] en stationer losning.

Modellen ovenfor har sine abenlyse begreensninger. For eksempel, sa tager den ikke hgjde for
at ;(t) og v;(t) er strengt positive. Men tanken er, at den kan veere relevant (for nogle parameter-
veerdier), nar man ser pa “sma” afvigelser fra den stationere lgsning.

Vi betragter derfor et begyndelsesvaerdiproblem defineret ved og begyndelsesveaerdierne

hvis j =1,
2;(0) = Tvo, (0) = {y ’ (8)

0 hvisjeN\{1},

hvor 0 < y; < vy, for alle j € N. Bemaerk, at

Vo — Y1 hvis j = 1,
v;i(0) = L
Vo hvis j € N\ {1},

for alle j € N.
Opgave 10: (a): Giv forst en fortolkning af disse begyndelsesvaerdier. (b): Betragt derneest

vp=20, y1=1, ¢c=1, T=—, b=2 (9)

og udregn for disse veerdier af parameterne lgsningerne z1(t), t € R, og vi(t), t € R, vha dit svar
pa opgave [7| . I dit svar skal du bruge begyndelsesbetingelsen i med j = 1 til at bestemme
integrationskonstanterne ¢; og ¢ du har indfert i dit svar pa opgave [7] Det kan ogsa vaere en fordel
at bruge svaret i opgave [6] (c): Bestem derefter @a(t), va(t), x3(t), vs(t), t € R, ved at bruge
og (8) med 7 =2 og j = 3 (igen for veerdierne i @) (d): Plot grafen for de fundne funktioner for
t > 0, kommentér pa resultatet, og (e): undersgg om x1(t), x2(t) og x3(t) (vi(t), va(t) og vs(t))
konvergerer mod Tvy = 2 (vo = 20, hhv), svarende til veerdierne for den stationsere lgsning, for
t — o0. |
Vi vil nu opskrive en algoritme til at udregne lgsningerne x;(t), v;(t), t € R, j € N, til og
(8), rekursivt. I din besvarelse af folgende opgave kan du ngjes med at antage, at rgdderne A\; og
Ao for P er simple rgdder, A\; # As.
Opgave 11: (a): Start med at lgse for x1(t),v1(t), t € R. Dine udtryk skal veere fri for integrations-
konstanter; du skal derfor igen bruge begyndelsesbetingelserne (og svaret i opgave @ til at lgse
for integrationskonstanterne c¢; og ¢y (som funktioner af vy og y1) i dine generelle lgsningsformler
fra dit svar pa opgave [7]} (b): Beskriv derneest en funktion, der tager funktionerne x;_1(t), v;_1(t),
t € R, med j € N, j > 2, som input og returnerer funktionerne x;(t),v;(t), t € R, som output.
Svaret skal igen veere fri for integrationskonstanter (vha begyndelsesbetingelserne for x;(0), 27(0),
jeN, j>2). [
Opgave 12: (a): Antag, at v9 =20, y1 =1,¢c=1,T = %, og undersgg lgsningen til begyndelsesvaer-
diproblemet defineret ved og for forskellige veerdier af b. Du kan bruge Sympy til at anvende
funktionen fra dit svar pa opgave [11| rekursivt. (b): Bestem om muligt et mindste j € N, hvorom
der geelder, at der findes et ¢ > 0 saledes, at z;(t) < 0 eller v;(t) < 0. Start evt med at kigge pa
veerdierne b = %, b=2o0gb= % Det kan veere regnetungt, sa betragt kun 7 < 70 og 0 < ¢ < 100.
(c): Diskutér resultatet. |

1.2 Biler pa en ring

I den resterende del af projektet, betragter vi N € N, N > 2, biler pa en ring, der kgrer “imod
urets retning”. Vi nummererer bilerne som pa en klokke: Hvis vi starter kl 12 og beveaeger os i urets



retning, sa nummerer vi den fgrste bil, som vi mgder med j = 1, dernsest j = 2, osv. helt indtil
j = N, se Fig.[4l Pa den made, har vi nummereret alle N biler, men hvis vi fortssetter rundt forbi
kl 12 igen, sa& mgder vi bil j = N + 1, som jo er bil j = 1 igen. Vi kunne forsaette pa denne made
og saledes identificeres bil nummer j = k, k € N, 1 < k < N, med alle numrene j = k + nN for
alle n € Z. Her angiver n antal gange (med fortegn) vi har bevaeget os rundt. Hvis n < 0 sa har vi
beveeget os —n € N gange rundt imod urets retning. Som for, sa angiver v;(t), t € R, hastigheden
af den j’te bil, mens x;(t), t € R, angiver den relative afstand (pa ringen) mellem bil j — 1 og bil j.

Figur 4: Selvkgrende bil pa en ring. I analysen tager vi ikke hgjde for bilernes stgrrelse og reprae-

senterer dem derfor som punkter.

Opgave 13: Forklar fglgende pastand: v; = vj4,n 0g T = Tj4nn for alle n € Z.

Vi antager (igen), at accelerationen af bil j er givet ved

a;(t) = bvj-1(t) — v3(1)) + e (t) — Tvy_1(1)).

Opgave 14: Definér vektor-funktionen

z;(t) = (‘ngg) eR? teR,

for alle j € Z. Bestem A € R?*? og B € R?*? siledes, at
z;(t) = Az;(t) + Bz;_1(t),
for alle j € Z, specielt

z;(t) = Az (t) + Bzn ().

Opgave 15: Definér



Vis, at
7 (t) = Ca(t), (12)

hvor C € R?NV*2N_ C kan med fordel opbygges vha 2 x 2 matricer C;; € R?*2, i, j =1,...,N:

Cii -+ Cin
_ . . 2N x2N
C= Cij : eR .
Cnvi -+ Cnn
Bestem alle C; ; som er forskellige fra nul-matricen. |

Opgave 16: Vis, at

o= ()

udspzender ker(A + B). Her angiver ker kernen af en matrix. Definér dernaest

W1
vy = , (13)
W1
og vis, at
vy € ker C.
|
Opgave 17: Argumentér herefter for at
Z(t) =cvy, teR, (14)
er en lgsning til for alle ¢; € R. |

Vi siger, at en lgsning z(t), ¢ € R, har ringleengde R > 0, safremt
Ri=z1(t) + - +an(t)

Opgave 18: Giv en fortolkning og vis, at R er en konstant. Hint: Vis forst, at 2 (¢) + -+ + z}(t) =
un(t) — vi(t) for alle ¢ € N, vha induktion. Brug ¢ = 1: 2 (t) = vn(t) — v1(t) som induktionsstart.
Opgave 19: Bestem konstanten ¢; = ¢1(R) saledes, at har ringleengde R. |

Lgsningen i med ¢; = ¢;(R) kaldes igen den stationere lgsning (med ringleengde R > 0).
Som i tilfzeldet af en konvoj, sa er det den gnskede tilstand for systemet. Vi er derfor interesseret i at
afggre stabilitet af de stationegere lgsninger, specielt bestemme parametere saledes, at den stationere
lpsning er stabil (gerne for alle N ).

Vi vil her forsta stabilitet pa fglgende made:

Definition af (asymptotisk) stabilitet: Den stationere losning med ringlengde R > 0 er asymp-
totisk stabil, sdfremt, der gelder folgende for alle lpsninger z(t), t € R, til (19) med ringlengde
R > 0:

|2(t) —c1(R)v1| = 0 for t— oc.

Pa den anden side, hvis der findes en losning 2(t), t € R, med ringlende R > 0 saledes, at
|2(t) — c1(R)v| — oo fort — o0, sa siges den stationere lgsning med ringlengde R > 0 at vere
ustabil. O



Bemark (til baggrund): Der er en tredje mulighed, hvor z(t)—c1(R)vy hverken vokser ubegrenset
(mht normen |-|) eller gar mod nul for t — oo, men blot er begrenset for alle losninger 2(t), t € R,
med ringlengde R og alle t > 0. Dette tilfelde kunne vi kalde “marginal stabilitet”, men vi vil ikke
bekymre os om dette “sertilfelde” i projektet. Vi skal udelukkende fokusere pa om den stationere
lgsning er asymptotisk stabil eller ustabil. U

Vi vil anvende fglgende seetning (uden bevis):

Seetning A: Lad A\; = 0, Ao, ..., \an € C*V angive egenverdierne af C (med multiplicitet). Sd
geelder folgende: (i): Den stationere losning er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis

Re(A;) <0 forallei=2,...,2N. (15)

(ii): Omvendt, hvis der findes en egenveaerdi \;, i = 2,...,2N, med Re(\;) > 0, sa er den stationere
lgsning ustabil. ([l
Bemark: Stabilitet er uafhengig af ringlengden R. (|

Bemerk (til baggrund): Safremt Re(X\;) < 0 for alle i = 1,...,2N, sa kan den stationere
lgsning enten vere ustabil eller hvad vi kaldte “marginal stabil” ovenfor. Detaljerne krever i dette
tilfelde en nermere undersggelse. ([l
Opgave 20: Anvend Matlb-leerebogens kapitel 12 til at vise, at betingelsen er tilstreekkelig for
asymptotisk stabilitet (se (i) i Seetning A). Du kan i din besvarelse antage, at C kan diagonali-

seres med egenvaerdier Ay = 0, Ag,..., Aoy og 2N dertilhgrende linesert uatheengige egenvektorer
Vi,...,VaN. [ |

Vi vil nu forspge at bestemme de resterende egenveerdier Ag, ..., Aoy € C (med multiplicitet)
for C:

Lad w € C veere saledes, at
W =1. (16)

Opgave 21: Vis, at alle lgsninger til kan skrives pa formen

» 2
w=¢e" hvor Hzﬂ,nzo,...,N—l. (17)
N
|
Opgave 22: Bestem dernzest D = D(w) € C?*2 saledes, at
wVlw
wV 2w
_ : 2
V=1 oNoiw | w e C*, (18)
w
er en egenvektor for C med tilhgrende egenvaerdi A, hvis og kun hvis
Dw = \w.
Hint: Brug blok-strukturen af C, se dit svar pa opgave [
Vi betragter fgrst tilfeeldet w = 1:
Opgave 23: Vis, at \y = 0 og A2 = —cT er egenveerdierne for D(1). Bestem de dertilhgrende
egenvektorer wi og wo og sammenhold w; med svaret pa opgave |



Opgave 24: Bestem egenvaerdierne Aj(#) og Ao(f) af D(e?). Velg her A{(#) saledes, at A;(0) =
A1 =0 0og Aa(0) = Xy = —cT (se opgave [23)). [

Det er nu muligt at na felgende konklusion:

Seetning B: Egenverdierne for C kan skrives pa listeformen Ay = 0, Ao = —cT, A3, ..., Aoy € C
(med multiplicitet), hvor A\ =0 og Ao = —cT' fremkommer ved 0 = 0 juf opgave . De resterende
egenverdier A3, ..., Aan er givet ved udtrykkene for A1(0) og Aa(6) for de N —1 forskellige veerdier
af 0 =2 n=1,....N—1(0#0). a
Opgave 25: (a): Underspg asymptotisk stabilitet (evt i Sympy) vha graferne for Re(A1(6)) og
Re(A2(0)), som funktioner af § € [0,27], for ¢ = 1,T = 1, og tre forskellige veerdier af b: b = 1,
b= 2 og b=2. (b): Specielt, sifremt du finder et 6 siledes, at Re(A;(#)) > 0 for i = 1 eller i = 2,
bestem da (om muligt) en kritisk veerdi Ny, saledes, at systemet er ustabilt for alle N > Ni, og
asymptotisk stabilt for alle N < Np,. |

Vi vil nu bestemme en skaerpet ngdvendig betingelse for stabilitet (for alle N).

Opgave 26: (a): Lad A;(6) € C, 6 € R, angive egenvardien af D(e?) i opgave [24| med A{(0) = 0.
Bestem Taylor polynomiet P»(6) af grad 2 for funktionen A;(f), § € R, med udviklingspunkt i
6 = 0, se Definition 4.2.1 i Mat1b lerebogen. (b): Bestem dernaest by, ,, saledes, at Re P»(6) < 0

for alle # # 0 hvis og kun hvis

b > bkr,ny- (19)

[

Opgave 27: Undersgg (numerisk) hvorvidt er en tilstreekkelig betingelse for asymptotisk stabi-
litet for alle N € N. |
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