DTU Matematik 01002
= Opgave F2025 med Gauss’ og Stokes’ teoremer

I denne opgave skal vi studere vektoranalyse med anvendelse i elektromagnetisme. Vi postulerer uden
forklaring elektromagnetismens styrende ligninger for det elektriske felt E (kraft pr. ladning) og det
magnetiske felt B (kraft pr. ladning pr. hastighed), og derfter anvender vi vektoranalyse til at belyse
forskellige matematiske sammenhaenge.

1 Matematisk notation

Vi benytter fglgende matematiske notation i denne opgave. Enhedsvektorerne i de tre kartesiske
koordinatretninger kaldes e, e, og e.. De partielle afledede efter tids- og rumkoordinaterne angives
med en kompakt notation som

R R B
0z

8t:aa x 81:5 Y 8y’

V=e,d,+e,0,+e.0,. (1)
Her har vi indfert vektoroperatoren “V”, kaldet “nabla” (efter oldgraesk “harpe”, da symbolet
ligner en lille harpe), som viser sig at veere meget praktisk. Vi kan se, at nabla har tre komposanter
ligesom en almindelig vektor, a = e,a, +eya, +e,a,, og nabla har endda flere ligheder med vektorer,
som vi skal se i lgbet af denne opgave.

Taylor-udvikling af en skalarfunktion f(z) af én variabel omkring punktet z til forste orden i
den lille sendring Az er,

flxg+ Az) = f(xg) + Az 0, f(xg) + (9((Ax)2), hvor der evalueres i x( efter differentiationen. (2)

Taylor-udvikling af en skalarfunktion f(r) = f(z,y,z) af tre variable omkring puntket ry, = ez, +
e,yo + €,z til forste orden i den lille zendring Ar = e, Az + e, Ay + e,Az indeholder naturligvis tre
bidrag til tilveeksten til f(7g), ét for hver variabel svarende til den ene tilveekst Ax 9, f(x) til f(xg)
i Lign. (2),

f(rg+Ar) = f(r) + Az 8, f (7o) + Ay 9, f (rg) + Az 0. f(rg) + O(|Ar[) (3a)
= f(rg) + (Ar - V) f(ry) + (9(|Ar|2), evaluér i r( efter differentiation. (3b)

Her er den kompakte skalarprodukt (prikprodukt) notation Az 9, + Ay d, + Az 0, = Ar - V kendt
fra seedvanlige vektorer, a,b, + a,b, + a,b, = a - b blevet brugt i sidste linje. Bemeerk hvor kompakt,
men stadig entydig, notationen bliver ved brug af nabla-operatoren “V”. For en vektorfunktion
V(r) = e, Vy(r,y,2) +e,V,(2,y,2) +e,V,(x,y,2) af tre variable, far vi endnu sterre glaede af den
kompakte notation. Taylor-udvikling af V' (r) omkring puntket 7, til forste orden i den lille zendring
Ar = e, Ar + e, Ay + e, Az udfgres komponentvis svarende til Lign. (3), og vi far,

V(rg+Ar) = e, Vy(rg + Ar) + €,V (ro + Ar) +e,V,(ro + Ar) (4a)
=€ [Vw(TO) + (AT ’ V)Vx(TO)] + €y [Vy(T0> + (AT : V)Vy(ro>]
+ e, [V.(rg) + (Ar - V)V, ()] (4b)

=V(rg) + (Ar- V)V (ry), hvor der evalueres i rq efter differentiation.  (4c)

Bemzerk den strukturelle lighed mellem Lign. (2) og (4c), mens en konkret udregning af sidstneevnte
stadig kraever brug af de omfattende udtryk i Lign. (2) og (4a).

I lighed med skalarproduktet a - b og krydsproduktet a x b kommer vi ogsa naturligt (ja, vent og
se) til at indfgre den sakaldte divergens V -V og rotation V x V af et vektorfelt V' (r) som,

Divergensen af V: V.-V =0,V,+9,V,+9,V,. (5a)
Rotationen af V:  V xV =e,(9,V, — 0,V,) +€,(0,V, — 0,V,) + e,(0,V,, — 0, V). (5b)



Betragt en kurve C(p) i rummet med leengdeelementet dr, parameterfremstillingen » = r(p),
Jacobianten |d,7|, og tangentvektoren t = 9,r/|0,7|, hvor p € [a,b] C R er et 1D parameterinterval.
Kurveintegralet over C for henholdvis et skalarfelt f(r) og et vektorfelt v(r) defineres da som

b
L= [ ) o, a. (60)
a

b
/cv(r) ~tdr = /a v(r(p)) - Opr dp. (6b)

Betragt en flade S(p,q) i rummet med arealelementet da, parameterfremstillingen » = 7(p, q),
Jacobianten |0,7 x d,7|, og normalvektoren n = (9, x 9,r)/|0,r x 9,r|, hvor {p,q} € P C R? er et
2D parameterdomene. Fladeintegralet over S for henholdvis et skalarfelt f(r) og et vektorfelt v(r)
defineres da som

/ f(r)da= / f(r(p, q)) }apr X 8qr‘ dp dgq, (7a)
S P

/ v(r) -nda= / v(r(p,q)) - (0,7 x 9,r) dpdg. (7b)
S P

Betragt et volumen V(s,p,q) i rummet med volumenelementet dr, parameterfremstillingen r =
r(s,p,q) og Jacobianten [O,r - (0,7 x 9,r)|, hvor {s,p,q} € Q C R? er et 3D parameterdomaeene.
Volumenintegralet over V for henholdvis et skalarfelt f(r) og et vektorfelt v(r) defineres da som

/ f(r)dr = / f(r(s,p, q)) ‘887‘ (07 x 8qr)‘ ds dp dg, (8a)

v Q

/ v(r)dr = / v(r(s,p,q)) |05 - (0,7 x 9,7)| ds dp dg. (8b)
v Q

2 Introduktion: basale elektromagnetiske begreber og felter

Betragt en elektrisk punktladinng ¢, f.eks. en elektron, som pa et givet tidspunkt ¢ bevaeger sig med

hastigheden v, idet den passerer punktet r. Den samlede elektromagnetiske kraft Fj, pa partiklen er

elek

da givet ved summen af den elektriske kraft F,* og den magnetiske kraft F,"*&"

F,= qulek + F"™" = qE(r,t) + qu, x B(r,t), Lorentzkraften pa ladningen g. 9)

Denne kraftlov definerer de to basale vektorfelter i elektromagnetismen, det elektriske felt E(r,t)
(kraft pr. ladning) og det magnetiske felt B(r,t) (kraft pr. ladning pr. hastighed). Disse to vektorfelter
antages at vaere differentiable i ethvert punkt = i rummet og til alle tider ¢.

Et centralt teorem i vektoranalysen, Helmholtz’ teorem, siger, at et givet passende differentiabelt
vektorfelt V' er fuldt bestemt, hvis dets divergens V - V' og dets rotation V x V' er kendte. En
konsekvens heraf er, at der er fire styrende ligninger i elektromagnetismen, nemlig ligninger for V - E,
V- -B,V xFEogV xB.

I de omtrent 120 ar fra 1740’erne frem til 1860 fandt man de fleste af elektromagnetismens love, der
kan opsummeres som fglger. Der findes to typer ladninnger kaldet positive og negative. Ladning er
bevaret, idet den hverken kan skabes eller tilintetggres, men blot kan flyttes rundt. Man kan taenke pa
ladning som diskrete punktladninger eller som en kontinuert ladningsteethed p(r,t) (ladning pr. volu-
men), som kan gendre sig i rum og tid. Rundt om enhver ladning er der et elektrisk felt (Coulombs og
Gauss’ love), og det samlede elektriske felt E(r,t) i punktet r til tiden ¢ er givet som summen af disse
elementaere elektriske felter (superpositionsprincippet). Der findes ikke magnetiske monopoler (”lad-
ninger”), som skaber magnetfelter, til gengaeld skaber en elektrisk stromtaethed J(7,t) (ladning pr.
areal pr. tid) et magnetisk felt B(r,t) (Orsteds og Amperes love). Endelig viser det sig, at elektriske



felter ikke kun skabes af lokale ladningsteetheder, men ogsa ved tidsvariende magnetiske felter (Fara-
day’s induktionslov). Omkring 1860, mente man, at de fire styrende ligninger i elektromagnetismen
havde fglgende form, som vi kan kalde de prae-Maxwell’ske ligninger,
1
(1) V-E =—p, (Gauss’ lov). (i) V-B =0, (ingen monopoler).
€o (10)

(ti1) VxE =-0,B, (Faraday’slov). (iv) VxB =pgJ, (Amperes lov).

Det er den matematiske struktur af dette ligningssystem, som vi skal studere i denne opgave. Iseer kom-
mer vi til at modificere Amperes lov (10-iv), en modifikation som Maxwell i arene 1861-65 opdagede var
ngdvendig, og som fgrte til den endelige nugaeldende formulering af elektromagnetismens fire Maxwell
ligninger. Maxwell’s modifikation afklarede ikke blot inkonsistenser i den daveerende elektromagnetiske
teori, men ledte ogsa til, at Maxwell forudsagde eksistensen af elektromagnetiske bglger (som forst
blev pavist eksperimentelt 26 ar senere), og at alle elektriske, magnetiske og optiske faeenomener kunne
forklares med én forenet teori, Maxwell’s elektromagnetiske teori. Og ikke nok med det, men kun 40
ar efter Maxwell’s teori blev lanceret, dannede den grundlaget for Einsteins specielle relativitetsteori.

3 Gauss’ teorem (divergensteoremet)

Gauss’ teorem (Joseph-Louis Lagrange [1773] og Carl Friedrich Gauss [1835]), ogsa kaldet divergens-
teoremet, er et centralt teorem i vektoranalysen. For et givent omrade €2 i rummet knytter det
fluxintegralet af et vektorfelt pa overfladen 92 med udadvendt overfladenormal n, sammen med
divergensen af feltet i hele Q2. For et passende differentiabelt vektorfelt J(r) defineret i hele rummet,
geelder der for et vilkarligt delomrade €2 af rummet,

J -nda= / V - Jdr, Gauss’ teorem, hvor (11a)
9 Q
7{ J-nda=®(J,00), er fluxintegralet af J over 02, (11b)
N
/ V. -Jdr=V(V-J,Q), er volumenintegralet af V - J over €2, og (11c)
Q
V.-J=0,J,+9,J,+0,J,. erdivergensen af J i kartesiske koordinater. (11d)

I det folgende skal vi bevise dette teorem ved brug af den (infinitesimalt) lille rektangulaere boks A2
vist i Fig. 1 med sideleengder Az, Ay og Az, volumen A7 = AxAyAz og de seks overfladearealer
Aa; hvert med sin udadpegende normalvektor n;: n; Aa; = —e, AyAz, ny Aay = +e, AyAz, ..., og
ng Aag = +e, AxAy.

Opg. 1: Udtryk fluxintegralet ®(J,AQ) = SEa(AQ) J -nda = (Az, Ay, Az)
2?21 i) Aa, T (r;) - n;da; som en sum af seks bidrag, ét fra hver flade, A '

og bring derefter de tre par af modstaende fladeintegraler sammen, - -

hvor integranden er henholdsvis J,(r), J,(7), J,(7).

Opg. 2: Bevis Gauss’ teorem for AQ ved i ovenstaende fladeinte- J(0, v 1y (Az, 00 0)
graler at Taylor-udvikle integranderne til laveste orden i Az, Ay og ‘ -

Az, feks. J,(Az,y,2) =~ J,(0,y,2) + 0,J,(0,y, 2) Az og tilsvarende (0,0, 0) T

for J,(z, Ay, 2) og J,(x,y, Az). Figur 1: Gauss boksen A(.

Opg. 3: Vis Gauss’ teorem for et vilkarligt omrade €2, ved at opdele det i et meget stort antal in-
finitesimalt sma bokse, hver som i Fig. 1, og argumentér for den parvise kancellering af J - n pa alle
indre greenseflader mellem nabobokse. Vink: Benyt Riemanns integralbegreb.




Begrebet divergens V - J af et vektorfelt J er introduceret pa grund af dets rolle i Gauss’ teorem.
Som et alternativ til definitionen (11d) i eksplicitte kartesiske koordinater, kan man definere diver-
gensen V - J i fglgende koordinatfrie form, som en graenseveerdi af fluxintegralet pr. volumen,

B(J, AQ)

VI = A a0)

r er centrum i AQ. (12)

4 Stokes’ teorem (rotationsteoremet)

Stokes’ teorem [George Green, William Thompson (Lord Kelvin), George G. Stokes (1828-1850)],
ogsa kaldet rotationsteoremet, er et andet centralt teorem i vektoranalysen. For en given overflade S i
rummet begraenset af randkurven 08 knytter det cirkulationsintegralet af et vektorfelt pa rand-
kurven 08, sammen med rotationen af feltet pa hele overfladen S. For et passende differentiabelt
vektorfelt B(r) defineret i hele rummet, gaelder der for en vilkarlig overflade S i rumme, se Fig. 2,

B-tdr= /(V x B)-nda=®(V x B,S), Stokes’ teorem, hvor (13a)
oS S

V x B=e,(0,B,-0,B,) +e,8,B,—9,B,) +e,(0,B, — 9,B,),

er rotationen af B i kartesiske kordinater og n er fladenormalen. (13b)

/(VxB)-nda: B-d¢ = B-dﬁz/(VxB)-nda
S 08, a8, S,

Figur 2: To flader S, og S, i rummet begreenset af samme rand, S, = 9S8, (bla kurve). I det
konkrete eksempel er randkurven en cirkel med radius R, S, er en cirkuleer flade i xy-planen med
radius R, og S, er halvkuglefladen med radius R i den positive halvplan z > 0. Da §, og S er
begraenset af samme rand, medfgrer Stokes’ teorem, at fluxintegralerne over de to flader af rotationen
V X B af et vilkarligt vektorfelt B er identiske, ®(V x B,S,) = ®(V x B, S,).

I det folgende skal vi bevise dette teorem ved brug af den (infinitesimalt) lille flade, den retvink-
lede trekant AS i zy-planen vist i Fig. 3, dannet af hjornepunkterne A (0,0,0), B (Az,0,0), og
C (Az,Ay,0). AS har vinklerne ZA = «, /B = § og ZC = § — a samt arealet Aa = %AxAy.
Sideleengderne i trekant ABC er hypotenusen |AC| = AL samt katederne |[AB| = Az = AL cosa og
|BC| = Ay = AL sina. Med udgangspunkt i definitionen (6b) veelger vi parameterfremstillingen af
de tre sider til henholdsvis rp(p) = p e, med p fra 0 til Az, rpc(p) = Ave, +pe, med p fra 0 til
Ay, og Tca(p) = pcosae, + psina e, med p fra AL til 0. Sidernes tangentvektorer kaldes ¢.

Opg. 4: Opdel cirkulationsintegralet for B pa randen 0AS e,
. . Az
i tre bidrag ¢y, B -tdr = [ B(rap(p)) - 9,rap(p)dp +

Jy? B(roc(®) - 9prec(p)dp+ [x; B(rca(p)) - dyreap)dp. o W O

og vis, at i greensen AL — 0 fas faAsB(T) stdr = s T TAS A |
(0,B,(0) — 9,B,(0))Aa. Vink: I integranderne benyttes A _Aé B<A:'I"y'0)
Taylor-udviklingen B(r) ~ B(0) + (r - V)B(0) gyldig for (0,0,0) B(x,0,0)" (Az,0,0) €=

0 < r < AL, idet led af ordenen (AL)? og hgjere negligeres. Figur 3: Stokes fladen AS, trekant ABC.

(Az, Ay,0)



Opg. 5: Vis Stokes’ teorem for en vilkarlig krum flade S begraenset af den lukkede kurve 0S8, ved
forst at veelge et stort antal teetliggende punkter fordelt pa fladen og dens rand 0S. Lad dernsest
naermestliggende punkter udggre hjgrnerne i mange sma trekanter, der saledes tilsammen danner en
facetteret overflade der approximativt er lig med S. Overvej hvorledes ikke-retvinklede trekanter kan
opdeles i to retvinklede trekanter, saledes at den endelige facetterede overflade bestar af IV retvinklede
trekanter AS;, hver med sin rand JAS; og sit lokale koordinatsystem svarende til Fig. 3. Redeggr
kort for den parvise kancellering af kurveintegralerne pa alle indre greenselinjer mellem nabotrekanter,
ogsa selvom disse ikke ligger i samme plan. Vink: Benyt Riemanns integralbegreb.

Begrebet rotation V x B af et vektorfelt B er introduceret pa grund af dets rolle i Stokes’ teo-
rem. Som et alternativ til definitionen (13b) i eksplicitte kartesiske koordinater, kan man definere
rotationen V x B i koordinatfri form, som en graenseveerdi af cirkulationsintegralet pr. areal,

B-d¢
V x B(r) = Alérgo %AA(‘IS(AS)’ r er centrum i AS. (14)

5 Integralsatninger: Coulombs og Orsted—Ampéres love

I 1785 publicerede Charles-Augustin de Coulomb sin bergmte lov for den elektrostatiske kraft mellem
to ladninger: Kraften virker i en retning parallel med linjen som forbinder de to ladninger, og den er
proportional med den inverse af kvadratet pa afstanden mellem ladningerne. Betragt en punktformig
kildeladning ) anbragt i origo 0, og en testladning ¢ i et vilkarligt punkt r, da kan kraften pa ¢ i r
fra @ i 0 skrives som

1@

N dme r2

_12 C

F >
Vm’

1
w0 (1) e., med e, = ST 08 6= 8.854 x 10 (15)

Vi skal nu vise ved brug af divergensteoremet, at denne lov er indeholdt i Gauss’ lov (10-7).

Opg. 6: Fra Gauss’ lov (10-i) til Coulombs lov. Udtryk kraften fra @ pa g som F,,_ o(r) = qEg(r),
og bestem det elektriske felt Eg(r) fra punktladningen @ i origo ved hjeelp af et testvolumen 2 i form
af en kugle K, med radius r og centrum i origo. Vink: integrer Lign. (10-i) over Q = K,., benyt
divergensteoremet, og udnyt fplgende tre fakta: (1) Den samlede ladning indeholdt i K, er @ for alle
veerdier af 7, (2) den sfaeriske symmetri af punktladningen @ medferer, at det elektriske felt kun har
en radial komposant, Eg(r) = E,(r) e,, og (3) for fladenormalen pa 0K, gelder n = e,..

Ligheden mellem Coulombs kraftlov (15) fra 1785 og Newton’s lov om den universelle gravitation-
slov mellem to punktmasser m i r og M i 0, F,,. ,(r) = G™M e publiceret naesten hundrede ar
tidligere i 1687, gav datidens naturfilosoffer en steerk tro pa, at samtlige naturlove kunne reduceres
til sadanne inverse-afstandskvadrat-love langs partiklernes forbindelseslinjer. Endvidere mente man,
at elektriske og magnetiske faenomener var helt uathsengige af hinanden. Det var derfor en radikalt
banebrydende opdagelse, som Hans Christian @Orsted gjorde i 1820, da han for det fgrste paviste, at
en elektrisk strgm genererer et magnetfelt, og dernaest at dette magnetfelt pavirkede en magnetnal
med en kraft vinkelret pa strgmmens retning. I Igbet af kort tid samme ar blev iseer de franske fysik-
eres skepsis forvandlet til en solid matematisk teori udviklet af primeert André-Marie Ampere, Jean
Baptiste Biot og Felix Savart. Sendes en elektrisk strom I (ladning pr. tid) gennem en (uendelig) lang
cylinderformet ledning med radius a anbragt langs z-aksen, vil der opsta et magnetfelt B omkring
lederen. Anvender vi cylindriske koordinater » = (s, ¢, z), hvor s er den vinkelrette afstand til z-aksen
og ¢ den sasedvanlige azimutalvinkel, kan det resulterende magnetfelt B(r) i observationspunktet r
udenfor ledningen skrives som

I
B(r) = % e,, for s>a, rsted-Amperes lov. (16)



Opg. 7: Symmetrianalyse. Antag, at strgmmen I i den lange tynde ledning er dannet af en rota-
tionssymmetrisk stromteethed uafheengig af z-koordinaten, J(r) = J,(s) e,. Argumentér forst for, at
systemets symmetri medferer, at magnetfeltet kun kan afheenge af radialkoordinaten s, B(r) = B(s).
Vis sa, at By(s) = 0, ved at betragte B omkring ledningen efter at have udfgrt fplgende to transfor-
mationer, som bringer systemet tilbage til sit udgangspunkt: (1) Vend strgmretningen i ledningen,
hvorved B(s) skifter fortegn. (2) Rotér ledningen 180° omkring z-aksen. Vis til sidst, at Amperes
lov (10-iv) med J(r) = J,(s) e, medfgrer, at B,(s) er konstant, og faktisk 0 da B gar mod nul langt
fra ledningen. Altsa er det vist, at den endelige form af magnetfletet er B(r) = B,(s) e,,.

Opg. 8: Vis Lign. (16) ved at kombinere Amptes lov (10-iv), hvor af symmetrigrunde B(r) = B, (s)e,,
og J(r) = J,.(s) e, som vist ovenfor, med Stokes’ teorem (13a) for en cirkel S i xy-planen med cen-
trum pa z-aksen og radius s. Vink: Cirkulationsintegralet af B kan udfgres eksplicit, og strgmstyrken
I (ladning pr. tid) kan skrives som et fladeintegral vinkelret pa ledningen over strgmtsetheden J
(ladning pr. areal pr. tid).

6 Ladningsbevarelse og kontinuitetsligningen

I kontinuumsfysik benyttes benyttes Gauss’ teorem sammen med fysikkens bevarelseslove til at udlede
de styrende partielle differentialligninger for de relevante felter. Som et eksempel skal vi udlede den
sakaldte kontinuitetsligning, som udtrykker ladningsbevarelse.

Opg. 9: Udledning af kontinuitetsligningen. Betragt et vilkarligt, men fastholdt delomrade €2 i rum-
met med overfladen 0. Elektrisk ladning kan frit krydse gennem overfladen, sa den totale ladning Q(t)
i Q afhaenger derfor af tiden. Vi er interesseret i at studere raten 0,Q(t) hvormed ladningen inde i
gendrer sig udtrykt ved ladningstaetheden p(r,t) (ladning pr. volumen) og ved ladningsstrgmtaetheden
J(r,t) (ladning pr. areal pr. tid). Bevarelse af ladning betyder, at den samlede ladning i © kun
kan eendre sig ved at ladning strgmmer gennem overfladen 9€2. Ladning kan altsa ikke (i klassisk
fysik) pludselig opsta i et punkt i rummet. Argumentér for, at sendringsraten 0,Q) af ladning dels kan
udtrykkes som volumenintegralet 0,Q = V(9;p,2) og dels som fluxintegralet 9,Q = ®(—J - n,00Q).
Omskriv fluxintegralet til et volumenintegral ved hjzelp af Gauss’ teorem, og argumentér herefter for,
at da den resulterende identitet mellem de to volumenintegraler er gyldig uanset valget af €2, s4 ma
de to integrander veere identiske, og kontinuitetsligingen er dermed vist,

Oyp = —V - J, kontinuitetsligningen som udtrykker ladningsbevarelse. (17)

7 Fundamentale inkonsistenser i de prae-Maxwell’ske ligninger

Igennem ca. 10 ar (1855-1865) studerede James Clerk Maxwell elektromagnetismens teoretiske grund-
lag. Han opdagede og korrigerede fundamentale inkonsistenser i de prae-Maxwell’ske ligninger og
udviklede dermed den moderne elektromagnetiske teori, ogsa kaldet den Maxwell’ske teori. Vi skal se
pa to sadanne inkonsistenser i Lign. (10).

Opg. 10: Mangel pa ladningsbevarelse i Lign. (10). Kombinér Lign. (11d) og (13b) og vis, at der
for et viklarligt differentiabelt vektorfelt B geelder V - (V x B) = 0, og at Lign. (10-iv) derfor giver
V - J = 0 for alle magnetfelter B(r,t) i modstrid med ladningsbevarelse udtrykt ved kontinuitet-
sligningen (17).

Opg. 11: Elektrisk strgm eller ej ved opladning af en kapacitor? En kapacitor bestar af to metalplader,
som er placeret naer hinanden, men uden elektrisk kontakt, se Fig. 4. En kapacitor kan oplades med
elektrisk ladning ved at forbinde den med et batteri (helst i serie med en resistor), saledes at der lgber
en elektrisk strom I(t) = ®(J,S) ind pa den ene plade, som derfor far en voksende positiv ladning
Q(t), mens en tilsvarende elektrisk strom lgber vaek fra den anden plade, som derfor far en negativ
ladning —Q(t). Kapacitoren har derfor altid en samlet ladning pa nul, men der er et elektrisk felt
E(r,t) i og lidt udenfor gabet mellem pladerne, som peger (stort set) i retningen fra den positive til




den negative plade. Benyt nu Stokes’ teorem pa Amperes lov (10-iv) med de to forskellige flader vist
pa Fig. 4: S; (en plan cirkelflade) og Sy (en krum paereformet flade), der har cirklen C = 08, = 98,
som feelles rand. Vis, at med S; far vi som forventet en strom I(t) # 0, mens S, meget overraskende
giver det oplagt forkerte svar I(t) = 0.

Figur 4: Opladning af en kapacitor med en tidsafheengig elektrisk stgrm I(¢) (sort ledning).
Kapacitorens ene metalplade (rgd) har en tidsathaengig positiv ladning +Q(¢), mens den anden (ggrn)
har en tilsvarende negativ ladning —Q(¢). Systemet analyseres med et cirkulationsintegral af B(r,t)
langs cirklen C (bla) centreret pa ledningen i et plan vinkelret pa denne. C er rand for bade den plane
cirkuleere flade §; (a) og for den krumme peereformede flade Sy (b). I(t) skeerer igennem S; men
ikke S,, som i stedet omslutter bade ledning og den positive kapacitorplade. Der er et elektrisk felt
E(r,t) (magenta) i kapacitorens gab og neer dets rand, mens E(7,t) er nul alle andre steder i systemet.

8 Maxwells ligninger

I &rene 1861-65 publicerede James Clerk Maxwell fem artikler, hvori han udviklede den fulde klassiske
elektromagnetiske teori, som (med Oliver Heaviside’s elegante vektorformulering fra 1884) i kun fire
ligninger sammenfatter alle elektromagnetiske feenomener, dog undtaget de atomare processer for
absorption og emission af elektromagnetisk straling, med ¢, = 8.854 x 10712 % og o = 1.257 % 107° %,

1
(1) V-E =—p, (Gauss’ lov). (i) V-B =0, (ingen monopoler).
€0

(i1i) Vx E = —0,B, (Faraday’s lov). (iv) V xB = uyJ + pge,0,E, (Ampere-Maxwell’s lov).

(18)

Denne endelige formulering af den elektromagnetiske teori adskiller sig fra den prae-Maxwell’ske

teori (10) ved forekomsten af den sakaldte Maxwell’ske forskydningsstrgmteethed €,0;F, som ganget

med konstanten g er blevet lagt til hgjresiden i Ampere-Maxwells lov (18-iv). Vi skal nu eftervise,
at de to eksempler pa fundamentale inkonsistenser studeret i Opg. 10 og 11 er blevet repareret.

Opg. 12: Ladningsbevarelse i Maxwell’s ligninger. Gentag betragtningerne i Opg. 10, men nu hvor
J erstattes med J + €,0, E. Vink: Der optraeder et nyt led V - (¢,0,F), som kan reduceres ved brug
af Gauss’ lov (18-7), hvorved kontinuitetsligningen (17) fremkommer. Ladningsbevarelse er saledes
indeholdt implicit i Maxwells ligninger.

Opg. 13: Maxwell’s analyse af kapacitoropladningen. Gentag betragtningerne i Opg. 11, men nu
hvor J erstattes med J + €,0,FE. Vink: Argumentér for, at det nye fluxled ®(¢,0,F,S,) er identisk
med ®(e,0,F,S; +S,), som derefter kan udtrykkes ved den samlede ladning indsluttet af den lukkede
flade §; 4+ &y svarende til betragtningerne i Opg. 9.

Udover skabelsen af en konsistent og altomfattende teori for elektromagnetisme, sa forudsagde
Maxwell allerede i 1862 eksistensen af elektromagnetiske bglger ved alle frekvenser, og at lys faktisk
er sadanne elektromagnetiske bglger i et begrzenset omrade af det elektromagnetiske spektrum. Han
kunne ovenikgbet beregne de elektromagnetiske bglgers udbrdelseshastighed ¢ og fandt en veerdi som
passede med den malte lyshastighed (Fizeau 1849, Foucault 1862). Jean le Rond d’Alembert viste



allerede i 1747, at hvis et felt f(r,t) udbreder sig som en bglge med bglgehastigheden ¢, sa opfylder
feltet den sakaldte bglgeligning V2f(r, t) = C% 8t2f(r, t). Tjek selv, at f.eks. den plane bglge f(x,t) =
fo cos(kx — wt) opfylder bglgeligningen med bglgehastigheden ¢ = w/k. Elektromagnetiske bglger
blev observeret forste gang i 1888 af Heinrich Hertz, i form af radiobglger med frekvensen 50 MHz og
bolgeleengden 6 m, 26 ar efter Maxwell forudsagde deres eksistens og 9 ar efter hans dgd.

Opg. 14: Maxwell’s ligninger (18) medfgrer eksistensen af elektromagnetisk bglger i vakuum. Der er
ingen ladninger i vakuum, s& dér er p =0 og J = 0. Vis at det elektriske felt opfylder bglgeligningen
V’E = €okto (‘)EE ved at tage rotationen (VX)) pa begge sider af Faraday’s lov (18-iii) og derefter
indsaette Ampere-Maxwells lov (18-iv). Vink: Vis ferst ved direkte beregning, at V x (V x E) =
V(V-E) - V2E. Vis pa tilsvarende made, at magnetfeltet B opfylder samme bglgeligning som E,
og bestem fra de to bglgeligninger et udtryk for den elektromagnetiske bglges udbredelsesfart fart ¢ i
vakuum i termer af de elektromagnetiske konstanter, som optraeder i Maxwell’s teori. Beregn veerdien
af dette ¢ og sammenlign med tabelvaerdien for lysets hastighed.
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