FRA VALLE TIL TAGATOSE
Matematik 1b — 2025 — koereplan

Denne projektopgave er udarbejdet af Per Karlsson og Kim Knudsen, DTU Matematik, i samar-
bejde med Jgrgen Risum, DTU Food.

1 Introduktion

Ved fremstilling af ost fremkommer en stor ma&ngde valle, som indeholder protein og laktose.
Umiddelbart udggr valle et affaldsproblem. Godt nok er valle let nedbrydelig i et biologisk rens-
ningsanlag, men etablering og drift af et sadant anlaeg er meget bekostelig. En bedre mulighed
for “bortskaffelse” baseres pa oparbejdning af valle til produkter med en stgrre verdi. Vallepro-
teiner har egenskaber, der ggr dem anvendelige som hjelpestoffer i levnedsmiddelindustrien. De
kan opkoncentreres fra valle ved ultrafiltrering. Resten fra processen er en oplgsning af lakto-
se (og mineraler). Laktose har ikke nogen sarlig verdi, da savel sgdeevne som oplgselighed er
meget begrenset.

Disakkaridet laktose kan hydrolyseres til monosakkariderne glukose og galaktose. Begge er me-
get sgdere end laktose og samtidig meget mere oplgselige. Den ggede sgdhed kan udnyttes di-
rekte, ved at inddampe vasken til en sirup, der anvendes i levnedsmidler.

Alternativt kan galaktose omdannes til tagatose, der er et interessant produkt. Tagatose er nemlig
en sukkerart med meget stor sgdeevne, som vanskeligt optages fra tarmen, og som ikke klumper.
Derfor er produktet interessant som et lavkalorie sgdemiddel.

Lzas evt. mere om industriel produktion og udnyttelse af tagatose pa diverse hjemmesider.
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Figur 1: Processkitse — projektopgaven drejer sig om, hvad der foregar i reaktor 1.

Processen kan kort beskrives ved fglgende delprocesser:

Ostning :
Ostemelk = Ost + Valle

Ultrafiltrering :
Valle = Retentat (med protein) + Permeat (med laktose)
Tgrring :

Retentat = Valleproteinkoncentrat

Hydrolyse med B-galactosidase :
Laktose = Glukose + Galaktose

Isomerisering ved pH 12,5 (+ Ca(OH ), + CaCl,)
= Bundfald med tagatose + glukoseoplgsning

Oplpsning af bundfald ved pH 6,5
= tagatoseopl@sning

Den samlede proces er illustreret i Figur 1. Resultatet er altsa salgbare produkter og et mere
begrenset affaldsproblem hovedsageligt bestaende af saltoplgsninger. Basis for processen er, at
laktose hydrolyseres til glukose og galaktose. Det er denne del af processen, som vi vil undersgge
1 dette projekt.



Bemark i gvrigt at der til denne projektopgave hgrer to indledende bilag, der forudsattes grun-
digt gennemarbejdet. Et notat om metoden separation af variable som benyttes til Igsning af
visse differentialligninger. Og et notat om LambertW-funktionen som introduceres gennem 7
opgaver.

2 EnzymKkinetik

Til hydrolysen bruges enzymet B-galactosidase (EC. 3.1.2.23), der katalyserer processen :
Laktose + HoO = Glukose + Galaktose

Ligevagten af reaktionen er meget sterkt forskudt til hgjre, idet

K — [galaktose] [glukose] 0
[laktose] [H2O]

er endog meget stor.

Reaktionshastigheden kan beskrives ved det klassiske Michaelis-Menten udtryk

c(t)

t)=—c(t) = — 2
v(t) c'(t) Vmaxc(t)+Km7 (2)
hvor
Symbol | Stgrrelse Enhed
v(t) Reaktionshastighed M/min
Vimax Maksimal reaktionshastighed | M/min
c(t) Substratkoncentration M

og Kp, er en konstant, som beskriver affinitet mellem substrat og enzym. I resten af projektop-
gaven antager vi, at K, = 6 mM. Den maksimale reaktionshastighed, viax, ath@nger bl.a. af
mangden og styrken af det tilsatte enzym, reaktionstiden og -temperaturen. Vi vil dog i fgrste
omgang antage, at vpax er konstant.

Reaktionshastigheden ses at veere athangig af substratkoncentrationen, ¢ = ¢(z).
1. Opstil et udtryk, der beskriver v nar ¢ > K, og nar ¢ < Kp,.
2. Tegn grafen (brug Sympy) for v som funktion af ¢ (fx. med vpax = 100 uM/min).

Startkoncentration af produktet cg er kendt, og sammen med ligningen (2) fastlegger co koncen-
trationen for senere tidspunkter.

3. Argumenter for, at ligningen (2) med en begyndelsesbetingelse ¢(0) = co > 0 har en enty-
digt bestemt lgsning. Vis, at ¢(¢) > 0 for ¢ > 0.

4. Argumenter udfra differentialligningen (2) for, at ¢(z) har en omvendt funktion #(c). Udled
en differentialligning for #(c) og angiv en begyndelsesbetingelse.



5. Opstil vha. metoden separation af de variable et udtryk for funktionen ¢(c), der fastleegger,
hvor lang tid det tager at na en given koncentration cg .

6. Benyt resultatet i opgave 5 samt opgaverne om LambertW-funktionen til at bestemme c(t)
nar begyndelsesbetingelsen er at ¢(0) = c¢g.

7. Plot de to udtryk for ¢y = 0,15 M, K, = 6 mM 0g vipax = 100 uM/min.

8. Hvad sker der med koncentrationen, nar r — ? Er det konsistent med udsagnet om kon-
stanten K 1 (1)?

Der er nu opstillet to udtryk for den integrerede Michaelis-Menten-ligning. I litteraturen finder
man ofte sammenh@ngen mellem koncentration og tid udtrykt ved
co—c¢ 1

€0
— Vmax - Km_ln_. (3)
t t c

9. Passer de to fundne udtryk med dette?

3 Inhibering

Enzymer katalyserer omdannelse af stoffer, og produkterne minder ofte om substratet. Derfor
kan man forestille sig, at der opstar en konkurrence mellem substrat og produkt om det sted
pa enzymet, hvor molekylerne bindes. Nar dette er tilfeldet, siges reaktionen at blive inhiberet.
Da der er tale om konkurrence, og da det er produktet, der inhiberer, betegnes det som kom-
petetiv produktinhibering. Fenomenet er selvfglgelig uheldigt, nar det er produktet, der er det
interessante, som i spaltningen af laktose. Her galder det, at galaktose optraeder som kompetetiv
inhibitor, medens glukose tilsyneladende ikke har nogen inhiberende virkning.

Hastighedsudtrykket for en kompetetiv produktinhiberet reaktion har formen
c(t)

c(t) + K (1 +Co—_6‘<f>) ’ 4)

V(l) - _C/(t) - Vmax
Ky
hvor K er en konstant, der beskriver inhiberingen. I resten af projektet settes Ky = 30 mM.

Som for processen beskrevet ved (2) vil en startkoncentration ¢(0) = ¢ fastleegge den fremtidige
koncentration c(¢). Endvidere har ¢(¢) en omvendt funktion #(c), der angiver den tid, det tager at
na koncentrationen c.

10. Analyser differentialligningen (4) ved at besvare Opgave 2-8 med ligning (2) erstattet af
ligning (4). Regn med c0 = 0, I15M. Sammenlign resultaterne for den inhgiberede proces
med resultaterne for den ikke-inhiberede proces.

Det integrerede udtryk fra litteraturen er :

co—cC Vimax Ki+co\ 1. co
= - K —In—. 5
¢ L K m(KI—Km>tnc ©®)
K



11. Passer dette udtryk med de fundne integrerede udtryk?

Med de nu udviklede udtryk kan vi komme med en forelgbig lgsning af opgaven: For at kunne
foretage en dimensionering foretages forsgg i stgrre skala for at finde frem til, hvor lang tid det
vil tage at na en omsatningsgrad pa 90% (dvs. ¢/co = 0,1) af laktosen, nar ¢p = 0,15 M. Der
tilsettes en mengde enzym svarende til vip,x = 300 uM/min.

12. Beregn hvor lang reaktionstiden bliver for en inhiberet proces.

13. Den fundne reaktionstid virker for lang, idet man ikke vil acceptere en reaktionstid pa mere
end fire timer. Hvor stor skal vy, vare, hvis man vil sikre sig, at processen er forlgbet
indenfor 4 timer?

4 Reaktionsbetingelser

Hastigheden af kemiske reaktioner er temperaturafthangig, hvilket ogsa galder for enzymkataly-
serede reaktioner. Desuden er enzymer (som proteiner) fglsomme overfor hgje temperaturer, idet
de vil denaturere (miste aktivitet) ved pavirkning af hgje temperaturer (som @ggehvide, der ko-
agulerer ved kogning af ®&g). Stgrrelsen vy, vil nu athenge af reaktionstiden og -temperaturen.

Enzymerne tilsettes i form af et flydende praparat med en specificeret styrke, som athanger
af reaktionstemperaturen og aftager med reaktionstiden. Sammenhzngen mellem vyax (2, 7) 0g
enzymstyrken E(¢,T) er givet ved

‘/erax<t7 T) - E(t, T)Ve,

hvor V¢, V; angiver henholdvis volumenet af det tilsatte enzym og volumenet af reaktionsblan-
dingen. T angiver den absolutte temperatur malt i Kelvin (K). Vi vil i det fglgende regne med
V; = 1000L.

Vi indfgrer begyndelsesstyrken
Eo(T)=E(0,T).
For B-galactosidasepraparatet gaelder for celsiustemperaturer i intervallet [0°C,50°C], at

7\ mM
—1) o 1, =4,60-10K, 6)
T / min

Eo(T) =exp (23,4 -

hvor 77 er en empirisk konstant. Den tidsmassige denaturering af enzymet kan beskrives ved
udtrykket

%E(I,T) =—k(T)E(t,T), (7)

hvor k(T') er en hastighedskonstant, der er temperaturafheengig, idet

T
k(T) =exp <85 — %) min’l, T, =28 10°K. (8)



Ogsa T» er en empirisk konstant. Indsettes den tids- og temperaturftheengige viax (¢, T') i ligningen

(4) fas

Y= —C/(t) = Vmax<t7 T)

14. Opstil et udtryk for ¢(z,T) og t(c,T) for den samlede inhiberede proces givet ved (9).

c

co—c\
Knll
c+ m( + K )

©))

15. Fastleg Celsius-temperaturen pa 35°C og lad cp = 0, 15M. Der tils@ttes en m@ngde enzym
svarende til V. = 0, 1L. Beregn koncentrationen ¢ som funktion af reaktionstiden, og tegn
funktionens graf. Forklar hvad der sker, nar t — oo.

16. Fastleg igen c¢o = 0, 15M. Undersgg, hvor lang reaktionstiden skal vere for at opna en
omsatningsgrad pd 90% ved en Celsiustemperatur pa henholdsvis 30, 35 og 40°C nér
Ve = 0, 1L. Beregn, hvor meget enzym, der skal tilsettes, for at na en omsatningsgrad pa

90% 1 lgbet af fire timer.

5 Optimering

Valget af reaktionsparametre for omdannelse af laktose til galaktose og glukose er ikke frit,
idet der er begraensninger 1 reaktionstiden ved forskellige temperaturer, se Tabel 1. Arsagen til
begrensningen i reaktionstiden er risikoen for vakst af ugnskede mikroorganismer. Den l&ngere
reaktionstid ved 50°C skyldes, at meget fa generende mikroorganismer vokser ved sa hgj en

temperatur.
Celsiustemperatur, °C Maksimal reaktionstid i timer
5 24
10 10
20 -45
50 8

Tabel 1: Den maksimal reaktionstid ved forskellige temperaturer

De afsluttende opgaver gar nu ud pa, at fastlaegge nogle szt af reaktionsbetingelser, som minime-
rer omkostningerne. Reaktionsbetingelser betyder her m@ngden af tilsat enzym, reaktionstiden

og temperaturen.

Omkostningen O for at fa processen gennemfgrt antages i fgrste omgang kun at afhenge af den

tilsatte enzymmangde. Eksplicit antages

O(Ve) = 350 kr/liter - V.

Vi vil gerne optimere omkostningerne under fglgende betingelser:

e Celsiustemperaturen skal ligge i intervallet [S°C, 50°C].

e Reaktionstiden ma ikke overstige betingelserne givet i Tabel 1.

e Begyndelseskoncentrationen er cop = 0.15M.



e Omsetningsgraden skal veere 90% (c/co =0, 1).

Disse krav medfgrer, at V, kan skrives som en funktion af reaktionstiden og -temperaturen, dvs.
Ve(t,T), hvor (¢,T) ligger indenfor et omrade i planen, som opfylder betingelserne i Tabel 1.

17. Find minimum og minimumspunkt for funktionen O under de givne betingelser.

De samlede omkostninger til at gennemfgre processen afh@nger natuligvis ogsa af omkostninger,
der er ved at drive anlegget (herunder anleggets pris, vedligehold, temperaturstyring i processen
mm.). Vi antager, at denne yderligere omkostning for den enkelte proces er proportional med den
tid, det tager at gennemfgre processen. Den samlede omkostning er altsa nu

O(Ve) = 350 kr/liter - Ve + B - 1.

18. Szt f = 1 kr/minut. Find minimum og minimumspunkt for O under de samme betingelser
som fgr.



MATEMATIK analyse 1 af Elbrgnd Jensen O

1.2 SEPARATION AF DE VARIABLE

Vi betragter en differentialligning af formen

(1.2) = 1(1) glx)

Det karakteristiske er her, at pi hejre side kan de variable t og x adskilles (separe-
res), idet hejre side kan skrives som et produkt af to stgrrelser, hvor den ene kun
afhenger af t og den anden kun afheenger af x . Vi vil forudsatte, at funktionerne f
og g betragtes i to intervaller, betegnet henholdsvis J, og J,, ogat f:J,+R og
g:J,»R er kontinuerte i disse intervaller. Tor at praecisere intervallerne skriver vi
i stedet for (1.2)

(1.3) mmnms gx) , ted;, xeJ,. A

En Igmning til (1.3) er en funktion x = ¢(t) ,
t € 1, der passer ved indsattelse i (1.3). Ja
Dette betyder, at (t) er differentiabel i sit

definitionsinterval I, at IC Jy, at veerdi- i
meengden for (t) liggeri J,, ogat

@'(t) = f(t) g(wft)) , tel.

J1

@)

Sztning 1.1. Antag, at g(x) # 0 for alle x € J, , og lad

OC&H%%MET X€J,y ; ESH_.RS& , t€J, .

En differentiabel funktion x = ¢(t), t €I, er da lgsning til (1.3), hvis og kun
hvis der findes en konstant ¢ € R, siledes at x = y(t) passer i ligningen

(1.5) G(x) = F(t) + ¢ .

Bevis: At den differentiable funktion x = (t) passer i ligningen (1.5) betyder, at
ICJ,, at vaerdimaengden for ¢(t) er indeholdt i J,, og at

(1.6) G(p(t)) =Ft)+c, tel .

Det vi skal vise er derfor, at (1.4) og (1.6) er ensbetydende. Antag ferst, at (1.6) er
opfyldt. Ved at differentiere pa begge sider fis G'(¢(t)) ¢'(t) = F'(t) og dermed

mﬁmﬁs_:vuz: , tel

hvilket er det samme som (1.4). Antag omvendt, at (1.4) er opfyldt, og betragt
funktionen

Ved differentiation fas

HI(t) = G'(p(V) ¢'(1) - F'(V) = gy - (1) -

Ifplge (1.4) er det sidste udtryk 0 for alle t € I . Folgeliger H'(t) = 0 i intervallet
I, og H(t) er derfor konstant. Kaldes denne konstant for ¢ fas (1.6). ]



Eksempel 1.1. Lad os betragte differentialligningen O

dx

ﬂ.."mx.oe , teR, xeR
Med betegnelserne i seetning 1.1 har vi G(x) = — m_lx dx = h eXdx = -e’¥ og F(t) = Te dt =
et . Ligningen (1.5) er derfor
(1.7) —eX=et4+c .

Vi skal dernmst bestemme de differentiable funktioner, der passer i denne ligning. Bemerk forst,
at da venstre side i (1.7) altid er negativ, ma der gelde el 4+ ¢ < 0 for alle t i definitionsinter-
vallet for en losning. Felgelig kan kun negative konstanter ¢ komme pa tale. Setter vi ¢ = - k,
hvor k> 0,er et ~k <0 for t < Ink . For disse veerdier af t kan (1.7) lases, og vi far
x = - In(k-e!). Summa summarum, svarende til enhver negativ veerdi af ¢ fastlegger (1.7) en
differentiabel funktion med definitionsintervallet ]- o , Ink[ , hvor k = - ¢ . Vi angiver den

fuldsteendige lesning ved
x=-Ink-et) , L€)oo, Ink[, k>0 .
Nar man i praksis skal lese en differentialligning, hvori de variable kan separeres, kan

man komme frem til (1.5) ved nogle f& symbolske manipulationer. Det foregdr pd
folgende made: I ligningen

&= 1) glo)
ganger vi pi begge sider med dt og dividerer pa begge sider med g(x) . Herved fas

1 —

Integrerer vi nu pd begge sider af lighedstegnet og husker den arbitraere konstant i
forbindelse med stamfunktionen, fir vi

%%ﬂ%n?s&: ,

hvilket netop er ligningen (1.5).

@

Vi har dermed vist

Satning 1.3. Den fuldstzndige lgsning til differentialligningen (1.12) frem-
kommer ved til en vilkarlig lgsning til den inhomogene ligning at addere
samtlige Igsninger til den homogene ligning.

Hvis man kan gette en lgsning til den inhomogene ligning, kan man alts3 finde samt-
lige lgsninger ved yderligere blot at lase den homogene ligning.

Eksempel 1.5. Vi betragter differentialligningen

dx

Tt kx=-20k , teR ,

hvor k er en konstant. Der er her tale om differentialligningen (1.1), som vi tidligere har lost i
eksempel 1.2. Det eftervises direkte, at x = 20 er en losning, og den fuldstendige lesning til den
homogene ligning er x = ekt . Den fuldsteendige losning er derfor ifolge seetning 1.3

x=20+cekt | (el

Bnsker vi specielt den lesning for hvilken x(0) = ,Ho , skal ¢ bestemines sa Ho =20 + ¢ .

Denne losning er derfor

xumo+3_oumsmf , tER

I eksemplet ovenfor benyttede vi setning 1.3, selv om det ikke havde veeret serlig
besverligt direkte at bruge lgsningsformlen (1.11). ’



LambertW-funktionen

En funktion f er bestemt ved f(x) = xe*.
Opgave 1:
Bestem den mest omfattende meaengde af reelle tal A, hvor funktion f er voksende.

Opgave 2:
Bestem vaerdimaengden B for f(x), nar x € A.

Definition:
LambertW-funktionen er den omvendte funktion til f, ndr x € A . Dette betyder, at
y =xe* & x=LambertW(y) .

Opgave 3:

Lgs ligningerne uden brug af Sympy eller lignende programmer.
a) 5=3xe".

b) 5= 3xe*+1

) 5=3xe*+1.

Opgave 4:

Lad a b ,k ogtvere reelle tal.

Lgs ligningen t=axe™+k.

Hvad ma man kraeve af konstanterne a,b, k og t, for at ligningen har netop en reel Igsning x.

Opgave 5:

Lgs ligningerne uden brug af Sympy eller lignende programmer.
a) 5=x+In(x) .

b) 5= x+In(2x).

c) 5=3x+In(2x).

d) 5=3x+41n(2x).

e) 5=3x+41In(2x) + 1.

Opgave 6:

Lad a,b,c, k ogtveere reelle tal.

Lgs ligningen t=ax+blin(cx)+k.

Hvad ma man kraeve af konstanterne a,b,c, kogt, for at ligningen har netop en reel Igsning x.

Opgave 7:
Vis, at LambertW(y) = y emPertWi)



