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Dette dokument er en beskrivelse af MAT-1 projektet om CT-skanninger. Der er
meget MAT-1 stof i spil. Hver gruppe ma (i samarbejde med vejleder) veelge, hvor

fokus laegges. Man kan naeppe na at komme igennem alt.

Maske kunne det veere en idé at starte med at se pa Introduktionen pa http://ct-
srp.compute.dtu.dk/; det er materialet bag et SRP-oplaeg om samme emne (pa et lavere

niveau).
God arbejdslyst!
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1 Introduktion

Computed Axial Tomography (CAT) eller bare computertomografi, forkortet CT, er
en kraftfuld billedbehandlingsteknik, der har bade medicinsk og industriel anvendelse.
Mens der er mange forskellige computerdrevne tomografiteknologier, refererer CT typisk
(og ogsa her) til rontgentomografi.

Den mest almindeligt kendte anvendelse af CT er inden for medicinsk billeddannelse,
hvor man bruger den til hjernebilleddannelse, kraeftdetektion, problemer i lungerne,
hjertets anatomi og iseer komplekse knoglebrud. Selvfglgelig er denne liste ikke fuld-
steendig. Ogsa i industrien anvendes CT pa forskellige mader, for eksempel ved 3d
rekonstruktion og fejldetektion i komponenter. En anden interessant anvendelse er til
inspektion af undervandsrgrledninger. I denne anvendelse sendes en robot til havbun-
den for at overvage mulige revner eller svage steder i rgret. Endelig anvendes CT til
undersggelse af materialer. Iszer korn—strukturer kan findes ved hjalp af hgjintensive
CT-instrumenter, ogsa kendt som synkrotroner. Faktisk er nogle nye store anlaeg i gje-
blikket ved at blive bygget i Lund (synkrotron MAXIV| og neutronanlaeg ESS) i teet
samarbejde med DTU. Anvendelserne er meget forskellige; det samme er instrumenterne

og skalaen. Matematikken er dog overraskende ens, og det er det, vi vil fokusere pa
her.

Opgave 1. Diskuter kort den samfundsmaessige betydning af CT-skanninger, f.eks. ved
medicinsk billeddannelse. (Brug f.eks. onlinekilder.)

Et CT-billede visualiserer en bestemt fysisk egenskab ved det afbildede objekt. Mere
preaecist visualiserer det rgntgenabsorptionen, ogsa kendt som dsempningskoefficienten
p. Dette er en funktion i 3D, u(z,y, z), der kan tage forskellige veerdier fra region til
region i kroppen afhaengigt af det lokale veev, organer, knogler osv. Formalet med CT
er at skabe billeder af denne funktion non-invasivt, det vil sige uden at tage patienten
gennem en operation.

Figur |1}indeholder hjerne-CT-billeder taget ved forskellige ” vandrette” snit gennem
patienten. Pa billederne i Figur [1] folger snittene planer vinkelret pa fod- til-hoved-
retningen. Hvert graskalabillede fortolkes som et konturplot af funktionen p(z,y, zo) i
planen z = zj.

Nu ved vi, hvad vi ser pa i Figur [1, men vi er ikke i stand til at komme direkte til
disse billeder (snit). I stedet foretager vi rgntgenmalinger udenfor patienten. Og malet
er at finde den indvendige deempningskoefficient ud fra udvendige malinger ved at lgse
et inverst problem.

Den fglgende projektbeskrivelse starter med en opvarmning pa nummerpuslespil.
Derefter falder det i tre dele: Fgrst overvejer vi den matematiske modellering af rgntgenstraler
og deempning, dernaest fokuserer vi pa den matematiske analyse af modellen, og til sidst
overvejer vi numeriske beregninger, der abner for dybere indsigt i stgrre problemer.
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Figure 1: 2d-snit af et menneskehoved fra en CT-scanning

2 Opvarmning: Talpuslespil

For at fa en ide om det grundleeggende betragter vi talpuslespillet i Figur 2 Malet er
at bestemme celleveerdierne saledes, at reckke- og kolonnesumme er lig med henholdsvis
(5,2) og (3,4). Fire linesere ligninger for fire ukendte variable kalder pa matricer og
lineser algebra.

Opgave 2. Opstil den tilsvarende matrixligning og lgs puslespillet i Figur [2l Diskuter
lgsningens form ud fra sgjle- og nulrummet for den tilhgrende matrix.

Forhabentlig kan du indse, at problemet har mange Igsninger, men sa kan vi benytte
forudgaende information:

Opgave 3. Antag, at vi ved, at celleveerdierne er positive heltal. Find den entydige
lgsning pa puslespillet i Figur [2|

Lignende gader kan seettes op til stgrre systemer, se 3 x 3-problemet i Figur 3 Her
har vi 6 ligninger for 9 ubekendte. Men sa kan vi tilfgje flere summer, for eksempel
langs diagonalen, se Figur [4]
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Figure 2: Et 2 x 2 gitterpuslespil
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Figure 4: Et 3 x 3 gitterpuslespil med diagonal-summer.

Opgave 4. Lgs puslespillet i Figur 3] og i Figur [4]

Dette lille puslespil rummer meget af det, vi vil arbejde med pa de fglgende sider.
Gitteret repraesenterer et lille afgraenset domeene med en ukendt funktion (her er funk-
tionen stykkevis konstant i hvert gitterkvadrat), og vi gnsker at finde denne funktion
ved at kende summen af dens veaerdier langs nogle linjer. Forestil dig, at vi forfiner
gitteret. Nar vi ggr det, vil vi naturligvis have brug for flere og forskellige linjer at
summere over for at garantere, at vi kan finde en lgsning, da antallet af ubekendte vil
stige.
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Figure 5: En strale, der treenger ind i et objekt. I midten af objektet anses en plade
for at have konstant deempningskoefficient p.

3 Matematisk modellering

I de folgende afsnit vil vi se pa fysikken bag deempning og udlede en matematisk model.
Dette involverer differentialligninger og linjeintegraler af funktioner. Derefter definerer
vi Radon-transformationen og studerer dens forskellige egenskaber.

3.1 Lamberts lov

Intensiteten af en strale beskriver energien i stralen, som afheenger af maengden af
fotoner, den beerer. Absorption af fotoner er et spsrgsmal om sandsynlighed. Lad os
sige, at en foton er absorberet i en plade af materiale M med sandsynlighed p, sa stiger
sandsynligheden for absorption, hvis vi arrangerer en rackke af multiple kopier af M.
Givet n plader af M giver standard sandsynlighedsregning en absorptionssandsynlighed
pa 1 — (1 — p)”. Imidlertid indeholder en strale nok fotoner til, at sandsynlighederne
kan negligeres til fordel for middelveerdien.

Forestil dig situationen afbildet i Figur En rgntgenstrale bevaeger sig langs -
aksen med initial intensitet Iy. For at modellere intensitetstabet og iseer intensiteten
I(x) i et bestemt punkt x, ser vi pa en tynd plade af materiale med tykkelse Az =
r9 — x1. Intensitetseendringen over pladen er da Al = I(x9) — I(x1). Denne sendring
er proportional med indfaldsintensiteten, I = I(x1), og tykkelsen af pladen, dvs. Al
I Az. Proportionalitetskoefficienten er —pu, hvor p > 0, dvs

Al = —ul Az. (1)

Dette er Lamberts lov, opkaldt efter Johann Heinrich Lambert i 1760, selvom den faktisk
blev opdaget tidligere af Pierre Bouguer, som fik den offentliggjort i 1729, hvorfra
Lambert citerede den.

Opgave 5. Diskuter fortegnets betydning i koefficienten — .
Opgave 6. Udled differentialligningen
I'(x) = —p(@)I(x), 1(0) = I 2)

Koefficienten 1 er den ikke-negative absorptionskoefficient eller deempningskoeffi-
cient og i tilfeelde af oplgselige stoffer haves, = In(10)eC', hvor C' er koncentrationen
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af stoffet og € kaldes den molaere ekstinktionskoefficient. Dette forhold for oplgselige
stoffer er Beers lov efter August Beer i 1852. De to love omtales til tider sammen som
Lambert—Beers lov (evt. i omvendt raekkefglge).

Ligesom Beers lov viser, kan p afheenge af mange forskellige parametre. En kendt
atheengighed, som vi ignorerer i dette projekt, er stralens frekvens. Rgntgenstraler er en
form for elektromagnetisk straling, ligesom synligt lys, men varierer i bglgelaengder fra
0,01 til 10 nanometer. Forskellige bolgelaengder svarer til forskellige frekvenser w, og
materialet kan deempes forskelligt til disse, 1 = p(w). Vi vil antage, at w er konstant,
hvilket kun er rigtigt i store synkrotronanleeg, men dette er en af mange forenklinger
af den model, vi vil bruge.

Opgave 7. Lad os lgse differentialligningen (12):
1. Bestem I(x) afthaengig af Iy og p(x). Du kan antage =0 for x < 0 og x > L.

2. Lad I} = I(L) angive udgangsintensiteten. Vis, at

Det skulle veere klart, at alt handler om integraler langs stralebaner, og derfor bliver
vi ngdt til at ga mere i dybden med linjeintegraler.

3.2 Linjeintegraler

Grundlaget for CT-matematikken er Radon-transformationen, opkaldt efter den gstrigske
matematiker Johan Radon, som udviklede den matematiske teori i 1917. Radon-
transformationerne tager en funktion f : R? — R og afbilder den til en samling af

linjeintegraler af samme funktion. Derfor er vores fgrste opgave at beskrive en linje ¢
in R?,

Opgave 8. Lad {(p, ¢) angive linjen i R? med vinkel ¢ mod uret med y-aksen og afstand
p fra origo (regnet med fortegn), som afbildet i Figur [ Bemeerk, at det betyder, at p
kan veere negativ.

a) Tegn et koordinatsystem med en repraesentativ linje og marker parametrene p og ¢
pa tegningen. Vinklen ¢ optraeder flere steder, kan du identificere dem?

b) Opskriv en ligning for linjen £(p, ).
c) Giv en parameterisering r,(t), af £(p, ¢).

Med dette pa plads veelger vi en funktion f : R?* — R og angiver med p,(p) linjein-
tegralet af f langs ¢(p, ¢), dvs.

polp) = /a S s (3)



Figure 6: Linjen £(p, ).

Opgave 9. Brug din parametrisering fra Opgave [§[til at skrive integralet op for p,(p).

For vi gar videre, lad os definere en funktion der er praktisk at arbejde med.
Rektangel-funktionen er defineret som,

1, |t <43
1rect(t):{7 ||_2.

0, ellers
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Figure 7: Plot af rect(t)

Opgave 10. Bekreft selv, at f(z,y) = rect (—”Izﬂﬂ) definerer enhedsskiven. Bestem

linjeintegralerne p,(p). (Tip: brug enhedsskivens symmetri.)
Opgave 11. Lad f(z,y) = rect(z) rect(y) og udregn linjeintegralerne p, /3(p).

Selvom det ikke var specifikt naevnt, har vi faktisk beregnet Radon-transformationen
af funktionen f ved at lgse ovenstaende Opgave [10] Lad os definere det mere praecist.



4 Matematisk analyse

Som det fgrste defineres stgtten af en funktion:

Definition 1. Stgtten af en funktion f(x,y) er den mindste lukkede meengde, K =
supp(f) C R™, saledes at f(z,y) = 0 for (z,y) € R"\ K. En funktion f siges at have
kompakt stgtte, hvis supp K er en begraenset maengde.

Lad os derefter definere et passende vektorrum.

Definition 2. Lad C¢(R?) veere maengden af kontinuerte funktioner f : R? — R, der
har kompakt stotte.

Funktionen

cos (1 x2—|—y2) . 2yt <1,
fl(way) = 2
0, ellers

er et eksempel pa en funktion i Cc(R?).

Opgave 12. Tjek, at f; € Co(R?) og angiv supp(f1). Giv et andet eksempel pa en
funktion i Co(R?).

Opgave 13. Vis, at Cc(R?) er vektorrum.
Hvad er dimensionen af Cc(R?)? (Tip: hvor mange lineert uafhangige elementer kan

du finde?)

Det er ofte nyttigt at ga fra funktionen f(x) og linjeintegralerne p,(p) til afbildnin-
gen, eller operatoren, der forbinder enhver f til dens p :

Definition 3 (Radon-transformation). Radon-transformationen er operatoren R : Co(R?) —
Cc(R x T), Rf(p,p) = py(p), defineret ved

Rf(p. ) = / f(z.y)ds.

L(p,p)

Bemaerk, at p er defineret i omradet R x T. T er cirklen, som bekvemt definerer
retningen/vinklen ¢. Du kan teenke pa T som intervallet [0,27), men slgjfet, sa hvis
du bevaeger dig ud af intervallet i den ene ende, kommer du straks tilbage igen i den
anden ende; svarende til en cirkel.

Opgave 14. Vis, at hvis f har kompakt stgtte, sa har Radon—transformationen r = R f
ogsa kompakt stotte i p, altsa vis at der findes et p' > 0, saledes at r(p, ) = 0 for alle

p>p.

Opgave 15. Relater ovenstaende definition af Radon-transformationen til Lamberts
lov udledt i Opgave [7}



4.1 Radon—transformationens egenskaber

En bemseerkelsesveerdig egenskab ved Radon-transformationen er, at den er invertibel.
Det vil sige, at r(p, ) faktisk indeholder al den information, der kraeves for at rekon-
struere f(z,y). Sa hvis vi kender r ud fra malinger, kan vi ogsa bestemme f. Det
vender vi tilbage til senere. Nu ser vi pa nogle andre egenskaber.

Opgave 16 (Linearitet). Vis, at Radon-transformationen er en linezer operator.

Opgave 17 (Translationsegenskab). Vis, at hvis r = Rf og f(x,y) = flx— 20,y —10)
er et forskudt f, sa er Rf = 7, hvor 7(p,p) = r(p — o cos @ — yosiny, p). (Tip: brug
dit resultat fra Opgave[9)

Opgave 18 (Rotationsegenskab). Vis, at hvis r = Rf og fy er f drejet om origo med
vinkel 0, sa er Rfy = rg, hvor ro = r(p, 0 — 0). (Tip: i) skriv fg som f o My hvor My
er en rotationsmatriz i) brug dit resultat fra Opgave B iii) brug de trigonometriske
vinkelsum-identiteter)

Opgave 19 (Skaleringsegenskab). Lad o > 0. Vis, at hvis r = Rf og f.(z,y) =

flax,ay), sa er Rf, =14, hvor ro(p, ¢) = %r(ap, ©).

4.2 Sinogram

Malingerne i en CT-skanning, r(p, @), kan undersgges pa forskellige mader. Typisk laver
vi et konturplot, det sakaldte sinogram. Det er et 2D-plot i (p, ¢) koordinatsystemet.
Se Figur |8 for et beregningseksempel pa et billede og tilsvarende sinogram. Bemeerk de
oscillerende sinus/cosinusmgnstre i sinogrammet.

X P

Figure 8: Shepp-Logan fantom og tilsvarende sinogram.

Vi er serligt interesserede i at forsta bidraget til r(p, ¢) fra funktionsveerdier i et
enkelt punkt (z/,y’). Vi kalder dette punktets signatur. Se ogsa Figur [0

Opgave 20. Identificer, hvordan punkterne og kurverne stemmer overens.
Formalet med den folgende gvelse er at forsta terminologien sinogram.

Opgave 21 (Sinogram). Lad os betragte et punkt (2, 7/).

9



9 ¥
1+ °
| A 2
-2 -1 1 2
_1 s
p
0 >
—2 2

Figure 9: Til venstre ser vi to punkter, og til hgjre ser vi de tilsvarende Radon-
transformationer (en linjeintegral gennem et af de to punkter evalueres til 1).

1. Find en ligning i (p, ¢)-planen for kurven, der beskriver alle linjer, der passerer
gennem punktet (z/,y’).

2. Fortolk kurven som en sinus/cosinus funktion.

3. Definer en ”funktion” f, der er uendelig i punktet ((z’,y’) og nul alle andre steder;
men med den bemaerkelsesveerdige egenskab, at integralet af f langs en hvilken
som helst linje, der gar igennem (z/,y'), er identisk 1. (Dette kaldes Dirac delta-
funktionen.)

Hvordan forventer du, at sinogrammet r(p, ¢) ser ud?

Opgave 22. Bemeaerk, at vi i Figur@]kun plotter ¢ i omradet (0, 7). Overvej geometrien
og hvordan r ser ud i omradet (m, 27), og hvorfor det illustrerede omrade er nok.

Opgave 23. I Figur [9] er punkterne placeret ved punkterne (1,0) og (1,1). Bestem
parameteriseringer for de viste kurver.

4.3 Tilbageprojektion

Nu hvor vi kan lave Radon-transformationer, vil vi selvfglgelig ogsa gerne kunne vende
tilbage til den oprindelige funktion. Det vil sige, at vi gnsker en omvendt radontrans-
formation. Vi har allerede bergrt eksistensen af den omvendte transformation, men det
er ikke indlysende, hvordan man ggr det.

Ser man pa en funktions geometri og profilkurver, kan en intuition veere at ”smgre”
profilkurverne tilbage pa tveers af domeenet langs deres tilsvarende straleretninger.
Dette kaldes almindeligvis tilbageprojektionen. Det vil sige, i hvert punkt (z,y) er
tilbageprojektionen middelveaerdien af alle linjeintegraler, der gar gennem punktet. Selvom
det ikke er et sandt omvendt billede, producerer det stadig noget, der ligner det originale
billede, selvom det er slgret. Faktisk kan vi bestemme preaecist, hvad der gar galt.
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Definition 4. Lad r = Rf veere Radon—transformationen af f og f, tilbageprojektio-
nen, sa er

folz,y) = / r(zcosp +ysinp, ) de.
0
For at se, hvad tilbageprojektionen faktisk ggr, har vi forst brug for fglgende resultat.

Opgave 24. Vis, at hvis g(z,y) = f(z — 20,y — yo) sa er gy(z,y) = fo(x — 20,y — Yo).

Dette resultat forteeller os, at tilbageprojektionen fungerer pa samme made overalt,
hvilket betyder, at det er nok at undersgge dens virkning pa et enkelt punkt, fx i (0,0).

Opgave 25. Vis, at

y) dz dy,

00//\/m

dvs f; er 2D foldningen af h(z,y) = (2* + y*) ™t med f, fo(z,y) = (h* f)(z,y). (Tip:
brug definitionen af f, og Radon-transformation og lav en koordinattransformation.)

Sa vi kan se her, at tilbageprojektionen producerer det korrekte f, men med en
slgrende operator pasat. Det er derfor, det umiddelbart ser rigtigt ud, men mister
skarpheden, den originale f kunne have haft.

4.4 Filtreret tilbageprojektion

Ved at filtrere tilbageprojektionen kan vi fjerne udtveeringseffekten. Dette beskrives
bedst ved hjeelp af Fourier-transformationen; dette er et emne, der undervises i dybden
i senere matematikkurser, og vi vil kun rgre overfladen her.

Definition 5 (1D Fourier transformation). Lad g : R — R, sa er Fourier-transformationen
af g, betegnet g, givet ved

9(&) = (Fg)(&) t) e~ dt. (4)

-7 Lo

Den inverse Fourier-transformation er defineret ved

(F'g \/—/ e de. (5)

Som notationen allerede indikerer, kan man vise at

g(t) = (F~9)(t).

Fourier-transformationen af g er meget brugt i matematik og signalbehandling; den
fanger frekvensindholdet af funktionen g.
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Opgave 26. Opskriv definitionen af Fourier—transformen ved at bruge sin og cos i
stedet for den komplekse eksponentialfunktion.

Et filter i signalbehandling er ofte defineret ved en filterfunktion ¢ (§) gennem mul-
tiplikation i Fourier-domeenet:

Definition 6 (Filter). Filtreringen af funktionen f ved filter ¢ er defineret ved

gu(t) = F(g(&)¥(6))

Den specielle filterfunktion 1(£) = |£| kaldes Ramp-filteret. Det er vigtigt for det
folgende resultat, kaldet formlen for filtreret tilbageprojektion. Antag, at funktionen f
har Radon-transformationen Rf = r(p, ¢). Sa finder vi inversionen ved forst at filtrere
og derefter benytte tilbageprojektion.

hip, ) = FH (7 (€)¥(6)), (filtrering)
flz,y) = hp(z, y). (tilbageprojektion)

Opgave 27. Skriv en komplet formel (med integraler), der giver f(z) fra dens Radon-
transformation r(p, ¢).

Opgave 28. Implementer formlen i Python og eksperimenter med forskellige funktioner
f (z); eksperimenter ogsa med andre filterfunktioner (&), forskellige fra Ramp-filteret.

5 Numerisk implementering og beregninger

I det tidligere afsnit talte vi om Radon-transformationen og integral-repraesentationer.
Integration er en lineser operation, som i en diskretiseret model betyder, at den blot kan
repraesenteres ved matrix—multiplikation. Men hvordan ggr man dette? Lad os
genoverveje talpuslespillet i figur 4. Antag, at 3 x 3-gitteret repraesenterer en funktion,
der er konstant i hver celle (og m{IJudenfor). Antag, at cellerne har dimension 1 x 1 (du
bestemmer enhederne). Skriv linjeintegralet ned langs diagonalen (indfgr ukendte
variable x1, x5, xg).

Opgave 29. Modificer diagonal-summerne i Figur 4 for at tage hgjde for leengden af
diagonalen inde i hver celle med laengda/2. Lgs ddt resulterende system af lineeere
ligninger.

Der vil veere adskillige mader, hvorpa man kan neerme sig diskretisering af teorien. Et
feellestraek vil veere, at vi skal flytte til et endeligt—dimensionelt vektorrum. Dette kan
gores pa flere forskellige mader.
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5.1 Gitteret

Vi vil antage, at vores funktion kan tilnsermes ved noget stykkevis konstant pa et
kvadratisk gitter. Dette er fuldsteendig analogt med puslespillet i Figur[d], vi lgste tidligt.
Vi vil dog tillade mere frihed med linjerne gennem gitteret og yderligere vaegtning af
bidraget fra hver gittercelle med den afstand, linjen tager gennem den bestemte celle.
Til dette formal skal vi fastsasette noget notation.

Opgave 30. Lad a > 0 og definer kassen B = {(z,y) € R? | z,y € (—a,d]}.

a) IMlustrer meengden B.

b) Lad N € N og skab et ensartet gitter pa B der opdeler det i N lige store celler, Ci;;
bestem meengden C;;. (Bemerk: C;; bor konstrueres med halvlukkede intervaller, (-, -],
ligesom B.)

Vi vil arbejde med funktioner, som er konstante pa hver celle Cy;. Lad x¢,; veere
indikatorfunktionen pa Cj;, dvs.
1 hvis (z,y) € Cyj,
0 ellers,

XCs; ([L’, y) = {

sa er V = span;;{xc,, } vores endeligt—dimensionelle vektorrum, og en funktion f € V/
kan ses som en endeligt—dimensional vektor

X = (firs fizs oo fins for, fons oo fow) € RY? (6)

eller som en funktion, hvor vektorkomponenterne er koefficienterne

F@)= > fixe,(@). (7)

1<ij<N

5.2 Matrix-repraesentation af Radon—transformationen

Nu hvor vi har opdelt vores funktion og til gengeeld repraesenteret den blot ved en vektor,

kan Radon-transformationen, som vi husker som en linezer operator, blive repraesenteret

af en matrix A. I dette afsnit vil vi finde ud af, hvordan man bestemmer denne matrix.
Nar vi ser tilbage pa puslespillet i Figur {4l , var matricen til at lgse dette problem

111000000
000111000
000000111
010001000

A=|(1 00010001 (8)
0001000710
100100100
0100100T10
001001001

—_
w



Figure 10: Illustration af en linje £(p, ) der gar gennem en celle Cj;. Notationen i*

her er en forkortelse for ¢ & 1; ligeledes for ;.

Bemeerk, hvordan hver summeringslinje gennem gitteret i figuren svarer til en raekke i
A og hver sgjle til en celle i gitteret. Kun de krydsede celler giver ikke-nul indgange.
Det er helt klart, at en matrix som denne vil veere meget sparsom (mest nuller). Det,
vi vil sgge her, er meget lignende, selvom - som naevnt i det foregaende afsnit - linjerne
har mere frihed i deres placering, og matrix-elementerne vil veere proportionale med
lzengden af linjesegmenterne, der skaerer cellerne.

For at finde A skal vi forst finde vekselvirkningerne mellem vores ”straler” ¢(p, 0)
og de individuelle celler i vores gitter.

Opgave 31. Givet linjen ¢(p, ¢) og cellen C;;, lad qo = (0, yo) 0g q1 = (21, Y1) veere
henholdsvis nederste venstre og gverste hgjre hjgrne af Cy;, se Figur[I(. Bestem en
made at kontrollere, om linjen ¢(p, ) gar gennem Cj;.

Opgave 32. Antag, at linjen ¢(p, ¢) gar gennem cellen C;;. Bestem leengden af det
linjestykke, der gar gennem Cj;.

Opgave 33. Skriv pabaggrund af dine lgsninger ovenfor en funktion
intersect_cell(i,j,a,N,rho,theta) i Python, som tjekker om linjen ¢(p, 0) skaerer
cellen Cj;.

Opgave 34. Skriv pabaggrund af dine lgsninger ovenfor en funktion
get_length(i,j,a,N,rho,theta) i Python, som, hvis linjen ¢(p, 6) krydser cellen C;;,
beregner laengden af linjestykket i cellen.

Antag, at vi har meerket alle stralelinjer ¢, = ¢(py, 0), 1 < k < M. Lad s;j;, veere
leengden af segmentet af linje k£ der gar gennem cellen C;, sa kan vi konstruere en
matrix, i hvilken hver rackke svarer til en enkelt ”strale”, dvs
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S11,1 S121 ccc Si1Ng1 S21,1 ct SNN,

S11,2 S122  + SIN2  S212 " SNN2 2
A= ) : ) T eRVOM

S1i,mMm Si2,mM  cc SINM S21,M " SNN,M

og vi kan betragte ligningen Ax = b som Radon—transformationen af funktionen f € V'
svarende til x ifplge ligningerne (6)-([7).

Opgave 35. Hvad kan vi leere af denne observation, nar vi bemeerker, at antallet af
straler svarer til antallet af reekker i A7

Opgave 36. Opskriv en funktion, som frembringer matrixen A givet a, N og lister
over forskellige (p1, pa,...) og (01,0,,...).

En advarsel Hvis man antager, at der er N straler fra N forskellige vinkler pa et
gitter af stgrrelse N x N, er det indlysende, at A vil have N* elementer, hvilket viser
en hurtig vaekst 1 problemstgrrelse. Det bgr veere klart, at ethvert naivt forsgg pa at
bygge matricen A element for element kan blive meget tidskreevende, nar N stiger; hvis
det tager kun 1 sekund at beregne A for N = 10, som allerede har 10* elementer at
beregne, sa vil N = 100 tage noget naer tre timer.

Et godt valg her er Python med bibliotek NUMPY.

5.3 Lgsning af det linesere system

Som vi har set ovenfor kommer vi frem til en ligning for vektoren x i form af matricen
A og hgjre side b

Ax =b.

Oftest er matricen ikke invertibel, og sa er en almindelig tilgang at bruge " mindste
kvadraters metode” for at finde et rimeligt x. Betragt funktionen

J(x) = [|Az — b].

Opgave 37. Beregn gradienten V.J(z) og udled fglgende ligning for de stationsere
punkter

AT Az = A"b.

Denne ligning kaldes ogsa normalligningen. Ligningen er iszer nyttig, hvis AT A er
invertibel.

Opgave 38. Vis, at matricen AT A er symmetrisk, og at egenveerdierne er ikke-negative.
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Hvis AT A ikke er invertibel, er en almindelig tilgang at "lgfte” egenveerdierne med
et lille tal A > 0, som opnas ved at erstatte AT A med (AT A+ \I) i ovenstaende ligning,
dvs.

(ATA+ XDz = A" (9)

Opgave 39. Vis, at normalligningen (E[) svarer til en ligning for stationsere punkter af
funktionen

Ia(x) = | Az — bIJ* + All]|*.

Opgave 40. Anvend andenordenstesten for Hesse-matricen for at vise, at en lgsning
til (O) faktisk er et minimum af Jj.

Opgave 41. Eksperimenter med at implementere AT A og (AT A + \) i Python som
ovenfor.

5.4 Datasset-udfordring

I virkelige anvendelser bestemmes matricen A af skannings-geometrien og opsaetningen,
vektoren b males, og malet for os er at beregne x. Senere i projektperioden vil vi
specificere konkrete A, b og udfordre dig til at finde z’et. Spgrg din vejleder for detaljer!
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